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Справочный материал 

1.1. Матрицы и операции над ними 

Матрицей называется прямоугольная таблица чисел, состоящая из mстрок 

одинаковой длины и n  столбцов одинаковой длины. Таблица, которая рассмат-

ривается как матрица, обычно заключается в круглые (или квадратные) скобки и 

обозначается заглавной латинской буквой: 

11 12 1

21 22 2

1,

1,

1 2

...

...

...

n

n

i mij
j n

m m mn

a a a

a a a
A a

a a a





 
 
       
 
 

. 

Матрицу A  называют матрицей размера m n , используя при этом запись 

m nA  , где m  – количество строк, n  – количество столбцов в матрице. Числа ija , 

1,i m , 1,j n , где i  – номер строки, а j  – номер столбца, составляющие мат-

рицу, называются элементами матрицы.  

Понятие матрицы широко используется в повседневной жизни: расписание 

занятий, поездов и самолетов, телефонная книга, квитанция об оплате комму-

нальных услуг, список групп и т.д. 

Пример 1. Даны матрицы:  













06

31
A , 










014

163
B , 























441

053

210

C . 

Указать размерность матриц и найти значения элементов 
22a , 

23b , 
32c . Размер 

матрицы A  – 2 2A  , элемент 
22 0a  ; матрица 2 3B  , 

23 0b  ; матрица 3 3С  , 
32 4с  . 

Матрица, у которой число строк равно числу столбцов, т.е. nm  , называ-

ется квадратной матрицей порядка (размерности) n . В примере 1 матрицы A  и 

C  – квадратные матрицы порядка (размерности) 2 и 3 соответственно. 

Рассмотрим операции над матрицами:  

1. Равенство матриц.  

Две матрицы A  и B  называются равными, если они имеет одинаковую раз-

мерность и их соответствующие элементы равны ijij ba  , mi ,...,2,1 , 

nj ,...,2,1 . 

2. Умножение матрицы на число.  

Чтобы умножить матрицу на число, надо каждый элемент матрицы умно-

жить на это число. 

3. Сложение (вычитание) матриц.  
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Сложением (вычитанием) матриц одинаковой размерности )( nmA   и 

)( nmB   называется матрица, которая получается сложением (вычитанием) соот-

ветствующих элементов слагаемых (вычитаемых) матриц: 

 

Пример 2. Найти BA  , если 









71

31
A , 












26

50
B . 

.
57

81

)2(761

5301





















 BA  

Пример 3. Найти BA  , если 











71

31
A , 










26

50
B . 




























57

21

2761

5301
BA . 

4. Умножение матриц.  

Произведением матриц A  размерности )( nm   и B  размерности )( kn  

называется матрица AB  размерности )( km , полученная по правилу: а) количе-

ство столбцов матрицы A  должно совпадать с количеством строк матрицы B ; б) 

каждая строка матрицы A  умножается поочередно на все столбцы матрицы B , 

как скалярное произведение векторов:  

Пример 4. Даны матрицы: 











83

61
A , 










025

157
В . 

Найти произведение этих матриц. 

.
3119

11737

0316154021

01125307

081328535873

061126515671

025

157

83

61


























































AВ

 

Свойства произведения матриц: 

а) CABBCA )()(  ; 

б) BAAB )()(   ; 

в) ACABCBA  )( , ACABCBA  )( ; 

г) в общем случае ВААВ  ; 

д) .k

k

A A A A   

Квадратные матрицы A  и B  порядка n  называются перестановочными, 

если BAAB  . 

5. Транспонирование матриц – это замена строк матрицы ее столбцами с 

сохранением порядка. 
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В результате транспонирования матрицы )( nmA   получим транспониро-

ванную матрицу ).( mnAt   

Пример 5. Дана матрица 











642

531
A . В результате транспонирования 

получим матрицу: 





















65

43

21
tA . 

Свойства транспонирования: 

а) ;)( AA tt   

б) ,)( tt AA   где  число; 

в) ;)( ttt BABA   

г) .)( ttt ABAB   

1.1.1. Задачи по теме «Матрицы и операции над ними» 

1. Пусть 













456

532
A , 



















5

3

4

B  и 




















116

534

237

C . Определить раз-

мерность заданных матриц. Найти значения элементов

.,,,,,,, 3331133111232212 cccbbaaa  

2. Если  





















210

64

badc

dcba
. Найти cba ,,  и d . 

3. Если  

























34

24

22

22

dcdc

baba
. Найти cba ,,  и d . 

4. Найти матрицу ,25 BAC  если 

a) 


















32

18
;

15

43
BA ;      b) 




































100

021

011

;

120

101

100

BA . 

5. Найти матрицу BAС T 3 , если .

30

65

10

,
210

321

























 BA  

6. Пусть  











213

21 x
A  и 



















1

x

y

B . Если 









8

6
BA , найти x  и y . 
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7. Даны матрицы:  




















1

1
,

12

63
BA . Найти BAAB TT  . 

8. Найти произведение матриц: 

a) ,
52

43

45

23




















    b) ,

231

521

652

352

143

231








































 

c) ,

569

314

523

374

596

485








































     

d) .
12

37

12638

9328

57

34




























 

9. Решить систему матричных уравнений 
































.
10

01
32

,
10

11

YX

YX

 

10. Пусть 

.

102

111

100

,

013

112

101
































 

 BA

 

Вычислить: 323 )(),),) BAcBbAa  . 

11. Три предприятия выпускают четыре вида изделий. Задана матрица вы-

пуска продукции: 

 

1150 1250 1020 1384

2030 3700 2700 1856

1500 990 1058 720

lkA a

 
 

 
 
 
 

, 

где ( 1,2,3; 1,2,3,4)lka l k   – объем выпущенных изделий k -го вида на l -м 

предприятии с начала года на конец некоторого месяца. Найти месячный объем 

выпуска изделий на каждом предприятии, если аналогичная матрица через месяц 

имела вид 

 

2370 1980 1790 1880

3500 4736 4015 2750

2220 2112 2010 1830

lkB b

 
 

 
 
 
 

. 

12. Три типа транспортных самолетов распределены между четырьмя 

авиалиниями. Заданы матрицы объемов перевозок: 
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 

15 10 20 50

20 25 10 17

35 50 30 45

lkA a

 
 

 
 
 
 

 и  

97 54 75 200

83 102 49 79

71 210 150 180

lkB b

 
 

 
 
 
 

, 

где lka  и ( 1,2,3; 1,2,3,4)lkb l k   – накопленные с начала года объемы перево-

зок самолетами l  типа на k -й авиалинии соответственно на 30 апреля и 1 сен-

тября некоторого года.  

Найти объемы перевозок, осуществленных самолетами каждого типа по 

каждой авиалинии за период с 30 апреля по 1 сентября. 

13. Данные о продукции добывающей промышленности по определенным 

видам минерального сырья группируются по областям, являющимся основными 

поставщиками этого сырья. Заданы матрицы добычи 

 

450 780 210

1050 240 90

1500 120 590

lkA a

 
 

 
 
 
 

 и  

520 910 220

1080 580 290

1460 830 600

lkB b

 
 

 
 
 
 

, 

где lka  и ( , 1,2,3)lkb l k   – объемы добычи минерального сырья k -го вида в l -й 

области в два разных года, тыс. т. 

Рассчитайте матрицу приростов добычи за период с конца первого года на 

конец второго. Найти матрицу средних годовых размеров добычи. 

14. Сведения о продажах торговой фирмы, объединяющей три магазина, 

заданы матрицами 

  l

17 4 12 20 5 10 12 3 4

6 4 13 10 5 15 8 3 4
, [ ] , [ ]

11 4 8 20 5 8 10 3 6

7 4 6 10 5 10 4 3 7

lk k lkA a B b C c

     
     
          
     
     
     

, 

где , ,lk lk lka b c  – суммы, вырученные на протяжении l -го сезона от продажи k -

го вида товара по первому, второму и третьему магазинам соответственно. 

Покажите, что в каждый сезон первый и третий магазины, вместе взятые, 

продали больше каждого вида товаров, чем второй магазин. Найдите общую вы-

ручку от продажи одинаковых товаров тремя магазинами по каждому сезону. 

15. Предприятие производит три вида продукции используя четыре типа ре-

сурсов. Цены в рублях единицы каждого вида продукции и типа ресурса постоянны 

и заданы соответственно векторами  1 2 3p p p p  и  1 2 3 4z z z z z . Вы-

пуск продукции может производиться одним из двух способов. Первый способ 

описывается матрицей удельных затрат ijA  и обеспечивает вектор выпуска 

 1 2 3x x x x , второй – матрицей удельных затрат ijB  и обеспечивает вектор вы-

пуска  1 2 3у y y y . ,ij ija b  – затраты в физических единицах i -го вида ресурса 

на производство j -го вида продукции в первом и втором способах, ,i ix y  – объемы 
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выпуска i -го вида продукции в единицу времени. Какой способ производства 

дает большую прибыль и насколько? Значения матриц приведены ниже: 

5 4 8 6 7 10 8
110 14 12

10 12 15 9 15 12 2
, , 100 , , 10 , 10 .

6 11 4 8 8 5 1
120 15 16

3 2 4 2 2 3 6

A B p z x y

     
          
               
               

          
     

 

1.2. Введение в анализ 

1.2.1. Понятие функции 

Если каждому элементу (значению) x  множества Х  поставить в соответ-

ствие определенный элемент (значение) y  множества Y , то говорят, что на мно-

жестве Х  задана функция ( )y f x ; при этом множество Х  называется обла-

стью определения функции y , а множество Y  – областью значений функции y . 

В экономике многие зависимости могут быть заданы как функции одной 

переменной: ( )y f x . Наличие этих функциональных зависимостей позволяет 

использовать для решения экономических задач методы математического ана-

лиза. Приведем в качестве примеров следующие наиболее часто применяемые в 

экономике функции. 

Функция полезности (функция предпочтений) (рис. 1.1) – субъективная 

числовая оценка данным индивидом полезности u  количества x  некоторого то-

вара. В широком смысле функция полезности – зависимость полезности (эф-

фекта) некоторого действия от его уровня (интенсивности). 

 

Рис. 1.1. График функции полезности 

Функция выпуска (рис. 1.2) – зависимость объема y  выпускаемой про-

дукции от объема x  перерабатываемого ресурса. Функция выпуска является 

частным видом производственной функции, которая выражает зависимость ре-

зультата производственной деятельности от обусловивших его факторов. 

x 

u 

0 
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Рис. 1.2. График функции выпуска 

Функция издержек – зависимость издержек производства от объема про-

дукции. Функция издержек также есть частный вид производственной функции. 

Функция спроса и предложения – зависимость объема спроса D  и пред-

ложения S  от цены на товар p . 

Рассмотрим какой-нибудь товар. Пусть ( )D p  – количество (число единиц) 

товара, которое покупатель желает купить на рынке при данной цене p  за еди-

ницу продукции. В этом случае ( )D D p  называется функцией спроса на товар. 

Как правило, она имеет следующий вид: 

aD kp c  ,                                                 (1.1) 

где 0a   (рис. 1.3). 

 

Рис. 1.3. График функции спроса 

С другой стороны, пусть ( )S p  – число единиц товара, предлагаемого про-

давцами на рынке по цене p . Очевидно, что предложение растет с ростом цены. 

Зависимость S  от p  имеет следующий вид: 

x 

y 

0 

p 

D 

0 
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bS p d  ,                                                 (1.2) 

где 0b   (рис. 1.4). 

 

Рис. 1.4. График функции предложения 

Параметры с  и d  – так называемые экзогенные величины; они зависят от 

ряда причин (благосостояние общества, политическая обстановка и т.п.). 

Для экономики представляет интерес условие, когда спрос равен предло-

жению: 

( ) ( )D p S p .                                                   (1.3) 

Цена 
0p p , при которой выполняется равенство (1.3), называется равно-

весной. Точка пересечения кривых D  и S  (графиков функций ( )D D p  и 

( )S S p ) называется точкой равновесия (точка М). 

При увеличении благосостояния населения константа с  в формуле (1.1) 

увеличивается, кривая D  поднимается вверх, точка равновесия смещается 

вправо (цена на товар растет при неизменной кривой предложения S ) (рис. 1.5). 

Пример. Заданы функции спроса D  и предложения S  от цены p : 

15
2 5D p

p
   , 

15
3 10S p

p
   . Найти равновесную цену. 

Решение. Вычислим равновесную цену 
0p  – цену товара, при которой 

функции спроса и предложения имеют одинаковое значение: 

15 15
2 5 3 10p p

p p
     . 

Решая уравнение, получаем 5p  . 

Ответ. Равновесная цена 0 5p  . 

p 

S 

0 
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Рис. 1.5. Положение точки равновесия 

в зависимости от благосостояния населения 

1.2.2. Производная функции 

Производной функции ( )y f x  называется конечный предел приращения 

функции к приращению независимой переменной при стремлении последнего к 

нулю (при условии, что этот предел существует): 

0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

y f x x f x
y f x

x x   

   
   

 
. 

Если функция в точке 
0x  (или на промежутке X ) имеет конечную произ-

водную, то функция называется дифференцируемой в этой точке (или на проме-

жутке X). 

Правила дифференцирования. Пусть ( )u u x , ( )v v x  – дифференцируе-

мые функции. Тогда: 

1.  cu cu  . 

2.  u v u v     . 

3.  u v u v u v       . 

4. 
2

, 0
u u v u v

v
v v

     
  

 
. 

 

Таблица производных: 

p 

D, S 

0 

D’ 

D 

M 

M’ 

p0 p’0 

S 



14 

1

2 2

1. ( ) 0, ;

1
2. ( ) , в частности, ( ) ;

2

3 ( ) ln , в частности, ( ) ;

1 1
4. (log ) , в частности, (ln ) ;

ln

5. (sin ) cos ; 6. (cos ) sin ;

1 1
7. ( ) ; 8. ( ) ;

cos sin

9. (arcsin

n n

x x x x

a

C C const

x n x x
x

a a a e e

x x
x a x

x x x x

tg x ctg x
x x

x



  

  

   

  


   

   


2 2

2 2

1 1
) ; 10. (arccos ) ;

1 1

1 1
11. ( ) ; 12. ( ) .

1 1

x
x x

arctg x arcctg x
x x

  
 

   
 

 

1.2.3. Неопределенный интеграл 

Функция ( )F x  называется первообразной для функции ( )f x  на проме-

жутке Х , если в каждой точке x  этого промежутка справедливо равенство 

( ) ( )F x f x  . 

Совокупность всех первообразных для функции ( )f x  на промежутке Х  

называется неопределенным интегралом от функции ( )f x  и обозначается 

( )f x dx : 

( ) ( )f x dx F x C  , 

где С  – произвольная константа. 

Нахождение неопределенного интеграла от некоторой функции называ-

ется интегрированием этой функции. Операции интегрирования и дифференци-

рования взаимно обратны. 

Основные свойства неопределенного интеграла: 

 ( ) ( )f x dx f x

 , 

 ( ) ( )d f x dx f x dx , 

( ) ( )dF x F x C  , 

( ) ( )k f x dx k f x dx  , где k  – некоторое число, 

 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx     . 
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Таблица интегралов: 

1

, 1
1

n
n x

x dx C n
n



   
 , 

ln
dx

x C
x
  , 

ln

x
x a

a dx C
a

  , где 0, 1a a  , 

x xe dx e C  , 

sin cosxdx x C   , 

cos sinxdx x C  , 

2 2
arcsin

dx x
C

aa x
 


 , где , 0a x a a    , 

2 2

1
arc

dx x
tg C

a x a a
 

 , 0a  , 

2 2

1
ln

2

dx x a
C

x a a x a


 

  , 0a  , 

2

2
ln

dx
x x a C

x a
   


 , 0a  , 

2cos

dx
tg x C

x
  , 

2sin

dx
ctg x C

x
   . 

1.2.4. Определенный интеграл 

Пусть функция ( )y f x  задана на отрезке [ , ]a b . Разобьем отрезок [ , ]a b  

на n  элементарных отрезков точками 
0 1 2 nx a x x x b      .  

В каждом из отрезков разбиения 
1[ , ]i ix x

 выберем произвольно точку   и 

положим 
1i i ix x x    , где 1,i n . Тогда сумма вида 

 
1

n

i i

i

f x


  

называется интегральной суммой для функции ( )y f x  на отрезке [ , ]a b . 

Пусть существует и конечный предел S  этой интегральной суммы при стрем-

лении к нулю длины максимального элементарного отрезка 
ix , не зависящий от 
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способа разбиения отрезка [ , ]a b  на части и способа выбора точек 
i  на отрезках 

разбиения. Тогда функция ( )y f x  называется интегрируемой на [ , ]a b , а число 

S  – определенным интегралом от ( )f x  на [ , ]a b  и обозначается ( )

b

a

f x dx : 

max 0
1

( ) lim ( )
i

i

b n

i i
x

ia

f x dx f x
 



  . 

Достаточным условием интегрируемости функции является ее непрерыв-

ность на рассматриваемом отрезке. 

Свойства определенного интеграла: 

( ) ( )

b b

a a

k f x dx k f x dx    , где k  – некоторое число, 

 ( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx     , 

( ) ( )

b a

a b

f x dx f x dx   , 

( ) 0

a

a

f x dx  , 

( ) ( ) ( )

b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx    , 

Если функция ( )y f x  – четная, то 

0

( ) 2 ( )

a a

a

f x dx f x dx


  , 

Если функция ( )y f x  – нечетная, то 

( ) 0

a

a

f x dx


 . 

Формула Ньютона – Лейбница. Определенный интеграл от непрерывной от 

отрезке [ , ]a b  функции ( )f x  равен приращению любой ее первообразной ( )F x  на 

этом отрезке: 

( ) ( ) ( ) ( )

b
b

a

a

f x dx F x F b F a   . 

Площади плоских фигур.  

Если функция ( )f x  неотрицательна на [ , ]a b , то площадь S  под кривой 

( )y f x  на [ , ]a b  (площадь криволинейной трапеции, ограниченной кривой

( )y f x  и прямыми x a , x b , 0y  ) 
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Рис. 1.6. Площадь криволинейной трапеции 

численно равна определенному интегралу от ( )f x  на данном отрезке: 

( )

b

a

S f x dx  . 

Если функция ( )f x  неположительна на отрезке [ , ]a b , то площадь S  над 

кривой ( )y f x  на [ , ]a b   

 
Рис. 1.7. Площадь криволинейной трапеции 

равна определенному интегралу от ( )f x  на данном отрезке, взятому со знаком 

«минус»: 

y 

0 a b x 

S 

y=f (x) 

y 

0 a b x 

S 

y=f (x) 
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( )

b

a

S f x dx  . 

Если 
2 1( ) ( )f x f x  на отрезке [ , ]a b , то площадь S  фигуры, заключенной 

между кривыми 
2( )y f x  и 

1( )y f x  на этом отрезке  

 
Рис. 1.8. Площадь криволинейной трапеции 

определяется формулой 

 2 1( ) ( )

b

a

S f x f x dx  . 

1.2.5. Задачи по теме «Введение в анализ» 

1. Построить график таблично заданной функции: 

Цена кружки кофе американо, ден. ед.  2 3 3,5 4 5 6 7 

Количество проданных за день кружек, шт. 70 65 63 60 60 50 25 

2. Фирма «Алые паруса», выпускающая компьютерную технику, провела 

опрос дилеров и получила следующие сведения о спросе D  на свою продукцию 

в зависимости от цены p :  

p , тыс. р. 1,7 1,9 2,0 2,1 

D , тыс. шт. 27 25 19 9 

Найти область определения и множества значений данной функциональ-

ной зависимости. 

y 

0 a b x 
S 

y=f2 (x) 

y=f1 (x) 
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3. На рисунке жирными точками показана цена золота на момент закрытия 

биржевых торгов во все рабочие дни с 5 по 28 марта 1996 г. По горизонтали ука-

зываются числа месяца, по вертикали – цена унции золота в долларах США. Для 

наглядности жирные точки на рисунке соединены линией. Определите по ри-

сунку, какого числа цена золота на момент закрытия торгов была наименьшей за 

данный период. 

 
 

4. На графике показан процесс разогрева двигателя легкового автомобиля. 

На оси абсцисс откладывается время в минутах, прошедшее от запуска двига-

теля, на оси ординат – температура двигателя в градусах Цельсия. За сколько 

минут двигатель нагревается от 600 до 900? 
 

 

5. На рисунке жирными точками показана среднесуточная температура 

воздуха в Бресте каждый день с 6 по 19 июля 1981 г. По горизонтали указыва-

ются числа месяца, по вертикали – температура в градусах Цельсия. Для нагляд-

ности жирные точки соединены линией. Определите по рисунку, сколько дней 

за указанный период среднесуточная температура была ниже 20 градусов. 
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6. На рисунке показано изменение температуры воздуха на протяжении 

трех суток. По горизонтали указывается дата и время суток, по вертикали – зна-

чение температуры в градусах Цельсия. Определите по рисунку разность между 

наибольшей и наименьшей температурой воздуха 8 августа. 

 

7. Затраты на производство продукции y  (тыс. р.) выражаются уравнением 

100 10y x  , где x  – количество месяцев. Доход от реализации продукции вы-

ражается уравнением 50 15y x  . Начиная с какого месяца производство будет 

рентабельным? 

Указание. Используйте условие безубыточности (значение прибыли равно 

нулю). 

8. Заданы функции спроса D  и предложения S  от цены p : 10D p  , 

3 6S p  . Найти равновесную цену. 

9. Заданы функции спроса D  и предложения S  от цены p : 
3 14

3

p
D

p





, 

2S p  . Найти равновесную цену. 
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10. Заданы функции спроса D  и предложения S  от цены p : 
220

1 10

p
D

p





, 

22,5 4

1 10

p p
S

p

 



. Найти равновесную цену. 

11. Найти область определения следующих функций: 

1)   
x

x
y




1

2

;                                      2)  )3ln(  xy ;             

3)  xy 25  ;                                  4)   
323 xxy  ;      

5)  )2lg()2lg(  xxy ;               6)   2 xey ; 

7)   
x

x
xy






1

1
)2( ;                        8)   

4

21
arcsin

x
y


 . 

12. Вычислить значение функций  

,
0,2

,0,1
)(










x

xx
xf

x

 

при заданных значениях аргумента )2(),1(),0(),2( ffff  . 

13.  Найти: 

1) линейную функцию (многочлен первой степени) baxxf )( , если 

5)3(,2)0(  ff , вычислить )2(),1( ff ; 

2) квадратичную функцию (многочлен второй степени) cbxaxxf  2)( , 

если 5)1(,1)0(,0)2(  fff , вычислить )5,0(),1( ff  . 

3) многочлен третьей степени dcxbxaxxf  23)( , если 

5)2(,3)1(,2)0(,0)1(  ffff . 

14.  Вычислить производные y  данных  функций: 

;542
3

.1 2
3

 xx
x

y                       ;
5

110
.2

53 x
x

x
y   

;
6

58
52.3

3

57 x
x

xxy            ;5lnlnsin2cos4
2

.4  xxx
x

y  

;375.5 arctgxctgxtgxy x          ;arcsin3arccos2.6 7 4 xxxey x   

27. ( 2 2) ;xy x x e                            3 38. 3 ln ;y x x x       

29. sin 2 cos 2sin ;y x x x x x          ;
32

23
.10






x

x
y        
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;
1

1
.11

2

2






x

x
y                                      ;

1

1
.12

x

x
y




         

;
1

ln
.13

x

xx
y


                                  ;

sin32

cos
.14

x

x
y


  

15. ;
arctgx

y
x

                                   
ln

16. ;
cos

x
y x tgx

x
    

217. 2 sin ( 2) cos ;y x x x x      

2 518. ln(5 2 );y x x                           
419. 2 3 ;y x   

20. sin6 ;y x                                     
421. (1 5 ) ;y x   

22. 2 sin2y x x                            
223. sin ;y x    

324. 3 3 ;y tg x tgx x                        25. sin ;y x  

5

1
26. ;

(1 cos4 )
y

x



                         

sin 227. ;xy e  

arccos228. 3 ;xy                                   
2

229. log ( 5);y x x    

2 2
30. ln ;

1

x x
y

x





                         

2
31. arcsin ;

1

x
y

x



  

532. sin cos5 ;y x x                         
233. arccos(sin );y x  

3

34. ;
3

tg x
y

tg x
                                    

1
35. ln(arccos );y

x
  

1 cos
36. ln ;

sin

x
y

x


                        37. sincos ;y tg x  

cos2 1
38. 5 6 ;

7

x x

x
y                      

arccos239. sin 3 .x xy e   

15.  Найти интегралы: 
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 

2 3

3

2 2 2 2 2

8 3 2 2 1

4 3

5 3
2 3

2

2

1 2
1. ( 2 ) ; 2. ; 3. ( ) ;

cos2
4. (1 ) ; 5. ; 6. ;

cos sin cos sin

2
7. ; 8. (2 2 ) ; 9. 2 3 4 ;

1
10. (2 1) (2 3 ) ; 11. ;

1

12. ; 13. sin c
28

x
x

x x x

x
x x dx dx x x dx

x x

e x dx
e dx dx

x x x x x

dx
x e dx x x dx

x

x x
x x dx dx

x

dx x

x






  




   

 
  






  

  

  

 

23

3 4

(2 1)
os ; 14. .

2

x x dx
dx

x


  

 

16. Вычислить площадь, ограниченную параболой 
2

2x
y  , прямыми 

3,1  xx  и осью абсцисс. 

17. Вычислить площадь, ограниченную кривой 
22 yyx   и осью ординат. 

18. Вычислить площадь S, заключенную между кривыми 
22 xy  и 

23 xy  . 

19. Найти площадь фигуры, ограниченной осью ОХ и графиком функции 

xxy 22   при ]3,0[x . 

20. Вычислить площади фигур, ограниченных заданными линиями: 

.
4

3
,2)

;,)

;9,2,)

;
4

,0,cos)

;2,1,)

2

3

3











yxxye

xyxyd

xyxyc

xyxyb

xyxya


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2. Основы финансовой математики 

2.1. Проценты, виды процентных ставок 

Под процентными деньгами или процентами, понимают абсолютную ве-

личину дохода от предоставления денег в долг в любой его форме: выдача ссуды, 

продажа товара в кредит, помещение денег на депозитный счет, учет векселя, 

покупка сберегательного сертификата или облигации и т.д.  

Под процентной ставкой понимается относительная величина дохода за 

фиксированный отрезок времени – отношение дохода (процентных денег) к 

сумме долга. Она измеряется в виде десятичной или обыкновенной дроби или в 

процентах. При выполнении расчетов процентные ставки обычно измеряются в 

десятичных дробях. 

В финансовом анализе процентная ставка применяется как измеритель сте-

пени доходности (эффективности) любой финансовой, кредитной, инвестицион-

ной или коммерческо-хозяйственной деятельности вне зависимости от того, 

имел место или нет факт непосредственного инвестирования денежных средств 

и процесс их наращения.  

Временной интервал, к которому приурочена процентная ставка, называют 

периодом начисления. В качестве такого периода принимают год, полугодие, квар-

тал, месяц или даже день. Чаще всего на практике имеют дело с годовыми ставками.  

Проценты согласно договоренности, между кредитором и заемщиком вы-

плачиваются по мере их начисления или присоединяются к основной сумме 

долга (капитализация процентов). Процесс увеличения суммы денег во времени 

в связи с присоединением процентов называют наращением, или ростом, этой 

суммы. В этом случае процентные ставки называют ставками наращения. 

При дисконтировании (сокращении) сумма денег, относящаяся к буду-

щему, уменьшается на величину соответствующего дисконта (скидки). Соответ-

ственно говорят, что применяют дисконтные, или учетные ставки. 

Для начисления простых процентов применяют постоянную базу начисле-

ния. Когда за базу принимается сумма, полученная на предыдущем этапе нара-

щения или дисконтирования, используют сложные процентные ставки. В этом 

случае база начисления последовательно изменяется, т.е. проценты начисляются 

на проценты.  

Процентные ставки могут быть фиксированными (в контракте указыва-

ются их размеры) или плавающими. В последнем случае указывается не сама 

ставка, а изменяющаяся во времени база (базовая ставка) и размер надбавки к 

ней – маржи. Размер маржи определяется рядом условий, финансовым положе-

нием заемщика, сроком кредита и т.д. Она может быть постоянной или перемен-

ной на протяжении срока ссудной операции. 

2.1.1. Простые проценты 

Под наращенной суммой ссуды (долга, депозита, других видов выданных в 

долг или инвестированных денег) понимают первоначальную ее сумму с начис-

ленными процентами к концу срока начисления. Введем следующие обозначения: 
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1) P  – первоначальная сумма (ден. ед.); 

2) i  – ставка наращения процентов 








100

i
; 

3) n  – срок ссуды (год); 

4) nS – наращенная сумма за n  лет. 

Наращенная сумма представляет собой сумму первоначальной суммы и 

наращенных процентов: (1 )nS P Pni P ni    . Выражение )1( ni  называется 

множителем наращения простых процентов, который показывает, во сколько раз 

наращенная сумма больше первоначальной суммы. 

Приведем формулу простых переменных процентов: 









 



m

t
ttmmn inPinininPS

1
2211 1)1(  . 

Здесь ti  – ставка простых процентов в периоде; n  – продолжительность t  

периода начисления по ставке ti . 

2.1.2. Сложные проценты 

Если проценты не выплачиваются сразу после их начисления, а присоеди-

няются к сумме долга, применяют сложные проценты. Присоединение начислен-

ных процентов к сумме базы начисления называют капитализацией процентов. 

Применим те же обозначения, что и в формуле наращения по простым процентам.  

В конце первого года проценты равны величине Pi, а наращенная 

сумма составит P + Pi = P(1 + i). К концу второго года она достигнет вели-

чины P(1 + i) + P(1 + i)i = P(1 + i)2 и т.д.  

В конце n -го года наращенная сумма будет равна n
n iPS )1(  . Величину 

ni)1(   называют множителем наращения по сложным процентам.  

Приведем формулу наращения по сложным процентам при изменении 

ставки во времени: 

kn
k

nn
n iiiPS )1()1()1( 21

21   . 

Здесь kiii ,,, 21    последовательные значения ставок процентов, действую-

щих в периоды knnn ,,, 21   соответственно. 

2.1.3. Задачи на тему «Простые и сложные проценты» 

1. Пусть ссуда в 200 000 ден. ед. предоставляется на 0,5 года при простой 

ставке 12 % годовых. Определить сумму, причитающуюся к возврату. 

2. Пусть в договоре, рассчитанном на год, принята ставка простых про-

центов на первый квартал в размере 8 % годовых, а на каждый последующий 

на 0,5 % меньше, чем в предыдущий. Первоначальная сумма составляет 

100 000 ден. ед. Определить наращенную сумму по окончании договора. 
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3. Исходная сумма кредита – 100 000 ден. ед. Ставка – 30 % годовых. Опре-

делить наращенную сумму по простым и сложным процентам за 0,5 года, 1 год 

и 2 года. Проанализировать полученные результаты. 

4. Какой капитал образуется из 150 000 ден. ед., помещенных под сложные 

проценты на 12 лет и 6 месяцев, если период наращения равен трем месяцам по 

15 % годовых? 

5.  Известна первоначальная сумма ссуды – 100 000 ден. ед., сложные про-

центы по которой начисляются в конце каждого квартала при номинальной го-

довой ставке 11 %. Найти наращенную сумму по истечении 5 лет. 

6. В договоре зафиксирована переменная ставка сложных процентов, опре-

деляемая как 15 % годовых, плюс маржа 6 % в первые два года, 8 %  в третий 

год, 10 %  в четвертый год. Определить наращенную сумму за 4 года, если пер-

воначальная сумма составляла 100 000 ден. ед. 

7. Университет производит замену персональных компьютеров каждые 

три года. При этом университет может выделять 300 000 р. ежегодно, размещая 

их под 8 % годовых. Какая сумма поступит в распоряжение университета по 

окончании трехлетнего срока? 

8. Компании необходимо производить замену оборудования каждые 8 лет. 

Для этого выделяют определенные средства. Если компания может выделить 

100 000 ден. ед. ежегодно и разместить их под 8 % годовых, то какая сумма будет 

в ее распоряжении по окончании 8 лет? 

9. Первоначальный вклад, положенный в банк под 10 % годовых, равен 

60 000 р. Найти размер вклада через 5 лет при начислении процентов a) по ставке 

простых процентов; б) по ставке сложных процентов, начисляемых ежегодно; в) 

по ставке сложных процентов, начисляемых ежеквартально. 

10. Для обучения в вузе необходимо 100 000 р. Родители будущего сту-

дента положили в банк 65 000 р. под 6 % годовых (сложная процентная ставка). 

Будет ли у них необходимая сумма, если будущий студент еще пока учится в 

первом классе (считать обучение в школе 10 лет)? 

11. Борис хочет вложить 50 000 р. на 5 лет, чтобы получить не меньше 

75 000 р. Один банк предлагает вложить деньги под 8 % годовых, а другой – под 

0,5 % в месяц. Какому банку отдать предпочтение Борису (сложная процентная 

ставка)? 

12. За какой срок сумма, равная 75 000 р., достигнет 110 000 р. при условии, 

что на нее начисляются проценты по сложной ставке 7,5 % годовых: a) раз в год; 

б) поквартально? 

13. Определить размер ежегодных выплат для ипотечной ссуды в 1 000 000 р. 

на срок 10 лет по 14 % годовых. 

14. Первоначальная сумма кредита равна 500 000 р. Годовая процентная 

ставка равна 27 %. 

1) срок кредита равен 4 года. Рассчитать накопленные суммы S1, S2, S3, S4 

за каждый год. Построить график изменения сумм по годам; 

2) срок кредита равен 7 месяцам. Необходимо: а) найти накопленную за 

7 месяцев сумму одним платежом; б) рассчитать помесячную выплату кредита 

дифференцированными платежами; 
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3) рассчитать накопленную за 4 года сумму, если в первый год ставка равна 

27 %, затем каждые 1,5 года она будет уменьшаться на 2 %. 

15. Сумма вклада равна 300 000 р. Годовая процентная ставка равна 10 %. 

Срок вклада – 3 года. 

1) рассчитать накопленные суммы S1, S2, S3 за каждый год, построить гра-

фик изменения сумм по годам; 

2) найти накопленные суммы, если проценты считаются: а) ежеквартально; 

б) ежемесячно; 

3) рассчитать накопленную за 3 года сумму, если в первый год ставка равна 

10 %, затем на следующие 2 года она увеличится на 1,5 %. 
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3. Вероятностные методы в экономике 

Теория вероятностей – наука, которая изучает закономерности массовых 

явлений. Случайное явление – явление, которое под воздействием ряда случай-

ных причин каждый раз протекает по-разному, и предсказать исход такого явле-

ния невозможно.  

Основные разделы теории вероятностей – случайные события и случайные 

величины. 

3.1. Случайные события 

Для решения многих задач по теории вероятностей используют основные 

правила и элементы комбинаторики. 

3.1.1. Элементы комбинаторики 

Комбинаторика – наука о том, сколько различных комбинаций, подчинен-

ных тем или иным условиям, можно построить из заданного набора объектов. 

Основные правила комбинаторики – правило суммы и правило произве-

дения. 

Правило суммы. Если некоторый объект   можно выбрать n  способами, а 

другой объект   можно выбрать m  способами, то выбор «либо ,  либо  » 

можно осуществить nm   способами. 

Пример. На тарелке лежат 8 яблок и 6 груш. Сколькими способами можно 

выбрать один фрукт? 

Решение. В качестве объекта   будет выступать яблоко, в качестве объ-

екта  груша. Яблоко можно выбрать восемью способами, значит, ,8n  грушу 

можно выбрать шестью способами,  значит, .6m  Поскольку требуется выбрать 

только один фрукт, то используем правило суммы .1468 nm Таким об-

разом, один фрукт можно выбрать 14-ю способами. 

Правило произведения. Если некоторый объект   можно выбрать n  спосо-

бами, а после этого другой объект   можно выбрать m  способами, то выбор 

пары объектов ),(   можно осуществить nm   способами. 

Пример. В студенческой столовой имеется 3 первых блюда и 4 вторых. 

Сколькими способами студент может составить себе обед? 

Решение. Для того чтобы составить обед, нужно выбрать и первое блюдо, 

и второе, т.е. купить пару блюд. Поэтому для решения будем использовать пра-

вило произведения, ,1243  nm  т.е. обед можно составить 12-ю способами. 

Эти правила справедливы для любого количества объектов, в первом слу-

чае все способы складываются, во втором – умножаются. Если в примере про 

обед было бы еще 3 третьих блюда (чай, компот, кисель), то у студента было бы  

соответственно 36343   способов составить себе обед. 

Необходимо понять разницу между этими правилами и уметь ориентиро-

ваться при решении текстовых задач. Чем принципиально отличаются эти пра-

вила? В каком случае какое правило следует использовать?  
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В первом случае мы выбирали один объект   или  , поэтому если в задаче 

надо сделать выбор или то, или другое, то нужно использовать правило суммы, 

т.е. слово «или» означает +. 

Во втором случае мы выбирали пару объектов   и  , поэтому если в за-

даче надо сделать выбор и то, и другое, то нужно использовать правило произве-

дения, т.е. слово «и» означает  . 

Кроме правил комбинаторики, для подсчета количества комбинаций 

можно использовать элементы комбинаторики (без повторений). 

Первый элемент – размещения из n  элементов по m  элементов. 

Пусть у нас имеется множество, в котором содержатся n  элементов. Будем 

выбирать из него по одному элементу, присваивать ему порядковый номер, воз-

вращать обратно не будем. Таким образом, у нас получится последовательность 

элементов с номерами ,,,3,2,1 m  причем nm . Такие наборы из n  элементов 

по m  элементов, когда строго учитывается их порядок, называются размещени-

ями из n  элементов  по mи обозначаются ,m
nA  где нижний индекс n  показывает, 

сколько элементов было во множестве, верхний индекс m  показывает сколько 

элементов мы выбрали из исходного множества. Число всех возможных разме-

щений можно посчитать по комбинаторной формуле 

,
)!(

!

mn

n
Am

n


  

где nn 321!   (читается n  факториал). 

Пример. Пусть имеется множество из трех элементов  cba ,, . Выписать 

все размещения по 2 элемента. 

Решение. Множество состоит из трех элементов  cba ,, , значит ,3n  тре-

буется составить размещения по 2 элемента, значит 2m . Прежде чем выписы-

вать комбинации, посчитаем количество вариантов ,6
)!23(

!32
3 


A  т.е. должно 

получиться 6 комбинаций, отличающихся друг от друга составом и порядком: 
.,,,,, cbcababcacab   

Таким образом, если при выборе элементов их порядок имеет значение, то 

для решения задачи необходимо использовать размещения. 

Пример. Сколькими способами можно из 6 членов правления выбрать 

председателя и заместителя? 

Решение. Поскольку должности разные, порядок выбираемых людей будет 

иметь значение, поэтому искомое число способов определим как число размеще-

ний из 6 элементов по 2 элемента .3065
!4

!6

)!26(

!62
6 


A   

Следующий элемент комбинаторики – перестановки. 

Перестановки отличаются от размещений тем, что из исходного множества 

выбирают все n  элементов. По сути дела, одни и те же элементы меняют местами 

(переставляют), отсюда и название перестановки.  
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Перестановки обозначаются ,nP  где индекс n  указывает, сколько элемен-

тов участвует в перестановках. Количество различных перестановок можно по-

считать по формуле 

!nPn  . 

Можно сказать, что размещения из n  элементов по n  элементов – это есть 

перестановки из n  элементов, т.е. .n
n
n PA   

Пример. Пусть имеется множество из трех элементов  cba ,, . Выписать 

все перестановки этих элементов. 

Решение. Множество состоит из трех элементов  cba ,, , значит, 3n . 

Прежде чем выписывать комбинации, посчитаем количество вариантов 

,6321!33 P  т.е. должно получиться 6 комбинаций, отличающихся друг от 

друга только порядком: .,,,,, cbacabbacbcaacbabc   

Таким образом, если при выборе элементов их количество не меняется, то 

для решения задачи необходимо использовать перестановки. 

Пример. Сколько трехзначных чисел можно составить из цифр 1, 2, 3, если 

каждая цифра входит в состав числа только один раз? 

Решение. Поскольку число трехзначное, значит количество элементов не 

изменится, поэтому используем формулу для перестановок – искомое количе-

ство трехзначных чисел 6!33 P . 

Третий элемент комбинаторики – сочетания из n  элементов по m  эле-

ментов. 

Сочетания отличаются от размещений тем, что порядок выбираемых эле-

ментов значения не имеет. По сути дела, значение имеет только состав элементов. 

Сочетания из n  элементов по m  обозначаются m
nC  и их количество можно 

посчитать по формуле 

)!(!

!

mnm

n
Cm

n


 . 

Можно сказать, что сочетаний в !m  раз меньше, чем размещений, т.е. 

.
!m

A
C

m
nm

n   

Заметим, что ,1 nCn  ,10  n
n
n CC ,mn

n
m
n CC  .1

1
1 


  m

n
m
n

m
n CCC  

Пример. Сколькими способами можно выбрать 2 разных пирожных, если 

в ассортименте кондитерской имеется 10 видов изделий? 

Решение. Поскольку порядок пирожных не имеет значения, то искомое 

число пирожных .45
2

109

!8!2

!10

)!210(!2

!102
10 








C  

Числа размещений, перестановок и сочетаний связаны соотношением 
m
nm

m
n CPA  . 
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3.1.2. Примеры решения задач на тему «Элементы комбинаторики» 

1. Сколько расписаний может составить диспетчерская, если на втором курсе 

изучается 11 различных дисциплин, каждый день у студентов по 5 занятий? 

Решение. Количество расписаний – это число размещений из 11 элементов 

по 5 элементов, так как имеет значение порядок этих элементов, то 





)!511(

!115
11A  

554401110987
!6

!11
 . 

2. Сколькими способами можно выбрать 3 кандидатов на научную конфе-

ренцию, если в научном отделе работает 20 человек? 

Решение. Поскольку никаких различий между кандидатами нет, то порядок 

выбираемых людей не имеет значения, поэтому для решения задачи будем исполь-

зовать сочетания из 20 человек по 3, т.е. 1140
6

201918

!17!3

!20

)!320(!3

!203
20 








C

способов. 

3. Из цифр 1, 2, 3, 4, 5 составлены всевозможные пятизначные числа без по-

вторения цифр. Сколько среди этих чисел таких, которые начинаются цифрой 3? 

Решение. Для решения этой задачи будем использовать перестановки, 

поскольку количество цифр не меняется. Если пятизначное число начинается 

с цифры 3, то оставшиеся четыре цифры можно переставить: 

244321!44 P  способами. 

4. Студенты института изучают в каждом семестре по десять дисциплин. В 

расписание занятий включаются каждый день по 3 дисциплины. Сколько различ-

ных расписаний может составить диспетчерская? 

Решение. По своему смыслу эта задача такая же, как и первая. Если взять 

одни и те же дисциплины и расположить их разном порядке, то получатся разные 

расписания. Поэтому для решения используем размещения из 10 дисциплин по 

3 дисциплины: .7201098
!7

!10

)!310(

!103
10 


A  

5. Наряд студентки состоит из брюк, топа и босоножек. Девушка имеет в 

своем гардеробе четыре пары различных брюк, пять топиков и три пары босоно-

жек. Сколько дней она может одеваться в разные наряды? 

Решение. Чтобы составить наряд, необходимо выбрать и брюки, и топ, и 

босоножки, т.е. нужно составить набор из трех элементов одежды, поэтому для 

решения задачи будем использовать правило произведения. Брюки можно вы-

брать четырьмя способами, топ – пятью способами, босоножки – тремя спосо-

бами. В результате получим 60354  вариантов разных нарядов. 

6. Сколькими способами можно составить трехцветный полосатый флаг, 

если имеется материал 5 различных цветов? Этот же вопрос, если одна из полос 

красного цвета? 

Решение. Будем считать флаги только с горизонтальными полосами. Если 

одни и те же цвета располагать в разном порядке, то будут получаться разные 
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флаги. Это говорит о том, что порядок цветов имеет значение. Поэтому количе-

ство таких флагов – это число размещений из 5 элементов по 3 элемента. Так как 

имеет значение порядок этих элементов, то 60
)!35(

!53
5 


A различных флагов. 

Теперь нужно найти, сколько из этих 60 флагов с красной полосой. Проще под-

считать количество флагов, у которых нет красной полосы, – это число размеще-

ний из 4 ( 415  без красного цвета) элементов по 3, т.е.  24
)!34(

!43
4 


A  флага 

без красной полосы. Тогда 60 – 24 = 36 – это количество флагов с красной полосой. 

Можно эту задачу решить другим способом – напрямую найти то, что 

необходимо. Предположим, что одна полоса уже занята красным цветом, сво-

бодных полос осталось 2 и на них претендуют 4 цвета, тогда 12
)!24(

!42
4 


A  

флагов с красной полосой в определенном месте, например сверху. Такое же ко-

личество флагов будет с красной полосой посередине и столько же с красной 

полосой снизу, итого флагов с красной полосой .36121212   

7. Из 20 сотрудников лаборатории 5 должны выехать в командировку. 

Сколько может быть различных составов группы, если заведующий лаборато-

рией и 2 ведущих инженера одновременно уезжать не должны? 

Решение. Поскольку выбираемые сотрудники никак не различаются между 

собой, то их порядок значения не имеет, поэтому для решения задачи будем исполь-

зовать сочетания. Сначала найдем общее количество групп, которые могут поехать: 

15504
120

2019181716

!15!5

!20

)!520(!5

!205
20 








C . Но нужно учесть условие, что 

3 конкретных человека не должны оказаться в одной из этих пятерок. Можно 

посчитать количество таких групп, т.е. 3 человека уже заняли 3 места в группе, 

свободных мест осталось 235   и на эти 2 места претендуют 20 – 3 = 17 чело-

век, поэтому таких групп будет 








 136
2

1716

!15!2

!17

)!217(!2

!172
17C это коли-

чество групп, которые не могут поехать, так как в их составе заведующий и два 

ведущих инженера. Теперь осталось из общего количества исключить ненужные 

группы: 15 504 – 136 = 15 368 – такое количество групп может поехать. 

8. Состоялся шахматный турнир, в котором приняли участие несколько 

шахматистов, причем каждый из них сыграл с остальными по одной партии. 

Всего состоялось 45 партий.  Сколько было шахматистов? 

Решение. Эта задача в некотором смысле обратная предыдущим. Здесь 

известно количество комбинаций – 45, но неизвестно количество элементов, из 

которых эти комбинации составлялись. Пусть количество шахматистов – n . Так 

как порядок элементов значения не имеет и для шахматной партии необходимо 

2 игрока, то 452 nС . Расписывая число сочетаний, получим 45
!2)!2(

!2 



n

n
Сn , 

после сокращения и преобразования получим квадратное уравнение 
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,0902  nn  решая которое получим 10,9 21  nn . Таким образом, было из-

начально 10 шахматистов. 

9. Сколько может быть пятизначных чисел, составленных из цифр 1, 2, 3, 

4, 5, 6, 7, 8, 9, если первые 3 цифры четные, а остальные нечетные? 

Решение. Когда речь идет о числах, то, как правило, надо использовать раз-

мещения, потому что порядок цифр в числе всегда имеет значение, например 12 

и 21 – это разные числа, а составлены они из одних и тех же цифр 1 и 2.  

Разберемся сначала с четными цифрами. Всего четных цифр 4 (2, 4, 6, 8), 

из них нужно выбрать 3, т.е. 24
)!34(

!43
4 


A  способа выбрать четные цифры. 

Теперь нечетные, всего нечетных цифр 5 (1, 3, 5, 7, 9), из них нужно выбрать 2 

(поскольку число пятизначное, 3 четные, значит, 2 нечетные цифры) 

20
)!25(

!52
5 


A  способов выбрать нечетные цифры. Способы подсчитаны по 

отдельности, чтобы собрать их вместе, надо использовать правила комбинато-

рики. Поскольку число пятизначное, то надо выбрать и четные цифры, и нечет-

ные, значит, используем правило произведения: 4802024   пятизначных чисел 

с заданными свойствами. 

10. Помощники Деда Мороза (эльфы) готовят новогодние подарки для де-

тей из 10 видов игрушек. В каждый подарок они могут положить не менее 5 и не 

более 8 различных игрушек. Сколько различных подарков могут составить 

эльфы? 

Решение. Количество различных подарков – это число сочетаний (по-

скольку порядок игрушек в подарке не имеет значения) из 10 элементов по 5, 6, 

7 или 8 элементов. Если эльфы будут класть по 5 игрушек, то они смогут соста-

вить 2525
10 С  подарка, если по 6 игрушек, то ,2106

10 С  если по 7 игрушек, то 

1207
10 С , и если по 8, то 458

10 С  подарков. Так как они могут положить 5 или 

6 или 7 или 8 игрушек, то по правилу суммы нужно сложить все способы: 252 + 

+ 210 + 120 + 45 = 627 подарков всего можно составить. 

3.1.3. Задачи по теме «Элементы комбинаторики» 

для самостоятельного решения 

1. В группе 25 студентов, среди которых 10 отличников. Каким числом 

способов можно отобрать 5 студентов так, чтобы трое из них были отличниками?  

2. Из колоды в 52 карты вынули 10 карт. В скольких случаях среди этих 

карт окажется: а) ровно один туз; б) хотя бы один туз; в) не менее двух тузов; г) 

тройка, семерка, туз?  

3. Из 10 книг 7 книг различных авторов и трехтомник одного автора поме-

щены на одной книжной полке. Сколькими способами можно расставить эти 

книги на полке так, чтобы книги одного автора стояли рядом? 

4. В высшей лиге первенства по футболу разыгрываются золотые, серебря-

ные и бронзовые медали. Всего в высшей лиге 17 команд. Сколькими способами 

могут быть распределены медали?  
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5. Каким числом способов можно рассадить 5 гостей на 5 мест?  

6. Сколькими способами 8 человек могут встать в очередь к кассе?  

 

Ответы:  

1) 12 600;  

2) а) 9
48

1
4СС ; б) 10

48
10
52 СС  ; в) 9

49
10
48

10
52 4ССС  ; г) 7

4064С ; 

3) 241 920; 

4) 4 080; 

5) 120; 

6) 40 320. 

3.1.4. Решение тестовых заданий по теме 

«Элементы комбинаторики» 

1. В книжном шкафу стоят девятитомник Ф. Купера, восьмитомник В. Скотта, 

шеститомник М. Рида и пятитомник Р. Киплинга. Ученик выбирает одну книгу 

для внеклассного чтения. Сколькими способами он может это сделать? 

1) 2 160;   

2) 28;   

3) 1;  

4) 4;   

5) 20;  

6) нет верного ответа. 

Решение. Поскольку ученик выбирает только одну книгу, то для решения 

используем правило суммы: 9 + 8 + 6 + 5 = 28. 

2. Правление банка выбирает из 10 кандидатов 3 человек на одинаковые 

должности. Сколькими способами это можно сделать? 

1) 7203
10 A ;  

2) 1203
10 C ;     

3) 63 P . 

Решение. Так как должности одинаковые, то порядок кандидатов значения 

не имеет, поэтому будем  использовать сочетания 120
!3!7

!103
10 


С  способов. 

3. Сколькими способами 3 человека могут встать в очередь к кассе? 

1) 6;    

2) 3;    

3) 1;     

4) 9. 

Решение. Искомое количество способов – это число перестановок из 3 эле-

ментов, т.е. 6!33 P . 

4. Решите уравнение: NxCx  ,452 . 

1) 100;     

2) 8;     

3) 10;    
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4) –9;     

5) 5. 

Решение. Распишем по формуле для числа сочетаний: .45
)!2(!2

!2 



x

x
Cx  

Теперь можно сократить !x  и ,)!2( x  в числителе останется .)1( xx   После со-

кращения получится уравнение .45
2

)1(


 xx
 Раскрываем скобки и приводим по-

добные слагаемые: .09045
2

)1( 2 


xx
xx

 Для решения квадратного 

уравнения вычисляем дискриминант ,19,3613601)90(4)1( 2  DD  

теперь определяем корни .10
2

191
,9

2

191
21 





 xx  Нижний индекс у 

числа сочетаний – это количество элементов, из которых производится отбор, 

поэтому он может принимать только положительные значения. Правильный от-

вет под цифрой 3). 

5. Решите уравнение: Nx
P

PP

x

xx 




 ,
6

1

1

1 . 

1) 10; 

2) 5; 

3) 2; 

4) –5; 

5) 3; 

6) 4. 

Решение. Каждую перестановку распишем по формуле, получим:  

6

1

)1(

1

)!1(

)1()!1(

)!1(

)!1(!

1

1 





















xx

x

x

xx

x

xx

P

PP

x

xx . 

Решая это уравнение, получим: .3,2 21  xx  

3.1.5. Тестовые задания по теме «Элементы комбинаторики» 

для самостоятельного решения 

1. Три дороги соединяют города А и В, четыре дороги соединяют города В 

и С. Сколькими способами можно совершить поездку из А в С через В и вер-

нуться обратно в А также через В? 

1) 14;   

2) 7;   

3) 28;   

4) 144;   

5) 4;   

6) 8;   

7) нет верного ответа.   
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2. Правление банка выбирает из 10 кандидатов 3 человек на разные долж-

ности. Сколькими способами это можно сделать? 

1) 7203
10 A ;   

2) 1203
10 C ;     

3) 63 P .    

3. Какие условия характерны для размещений из n элементов по m эле-

ментов? 

1) состав элементов;   

2) порядок элементов;    

3) порядок и состав элементов. 

4. Какие условия характерны для сочетаний из n элементов по m элементов? 

1) состав элементов; 

2) порядок элементов; 

3) порядок и состав элементов. 

5. Вычислите 
2
5

3
5 AA  : 

1) 10; 

2) 20; 

3) 30; 

4) 40; 

5) 0. 

 

Ответы: 1. 4). 2. 1). 3. 3).  4. 1).  5. 4). 

3.1.6. Случайные события 

Основными понятиями в теории вероятностей являются понятия события 

и вероятности события.  

Событие – это любой факт, который имеет место в природе. Любое собы-

тие может произойти или не произойти при выполнении определенного ком-

плекса условий, который будем обозначать буквой G . 

Все события можно условно разделить на три группы: достоверные, невоз-

можные и случайные. 

Событие, которое обязательно произойдет при выполнении определенного 

комплекса условий G , называется достоверным и обозначается  . 

Например, пусть комплекс условий G – игральный кубик подбрасывается 

один раз, тогда достоверное событие  {на верхней грани выпадет число, не 

большее 7}. 

Событие, которое обязательно не произойдет при выполнении определен-

ного комплекса условий G , называется невозможным и обозначается  . 

Например, пусть комплекс условий G  – игральный кубик подбрасыва-

ется один раз, тогда невозможное событие  ={на верхней грани выпадет 

число, большее 6}. 
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Событие, которое может произойти, а может и не произойти при выполне-

нии определенного комплекса условий G , называется случайным. Случайные со-

бытия обозначаются латинскими буквами ,,, CBA  или .,,, 21 nAAA   

Например, пусть комплекс условий G  – игральный кубик подбрасывается 

один раз, тогда случайные события: A ={на верхней грани выпадет четное 

число}, B {на верхней грани выпадет число, кратное 6}. 

Любой единичный исход эксперимента называется элементарным исхо-

дом и обозначается  . В реальном опыте элементарным событиям соответ-

ствуют взаимоисключающие исходы этого опыта. Вся совокупность таких исхо-

дов называется множеством элементарных исходов и обозначается  .   

Событие, состоящее в наступлении хотя бы одного из событий A  и B , 

называется суммой событий A  и B  и обозначается ВA   или BA . 

Например, A ={по итогам года сотрудник награжден премией}, B {по 

итогам года сотрудник награжден путевкой в санаторий}, тогда  BA {по ито-

гам года сотрудник награжден премией или путевкой в санаторий}. 

Событие, состоящее в наступлении обоих из событий A  и B , называется 

произведением событий A  и B  и обозначается ВA  или BA . 

Например, A ={по итогам года сотрудник награжден премией}, B {по 

итогам года сотрудник награжден путевкой в санаторий}, тогда AB {по итогам 

года сотрудник награжден премией и путевкой в санаторий}. 

Событие, состоящее в наступлении события A  и ненаступлении события 

B , называется разностью событий A  и B  и обозначается  ВA   или BA/ . 

Например, A ={по итогам года сотрудник награжден премией}, B {по 

итогам года сотрудник награжден путевкой в санаторий}, тогда  BA {по ито-

гам года сотрудник награжден премией и не награжден путевкой в санаторий}. 

События называются несовместными, если их совместное появление не-

возможно при выполнении определенного комплекса условий G . В противном 

случае события называются совместными. 

Например, пусть комплекс условий G – игральный кубик подбрасывается 

один раз, A ={на верхней грани выпадет четное число}, B {на верхней грани 

выпадет число, кратное 6}. Эти события совместные, так как могут произойти 

одновременно (возможно их совместное появление). Если на верхней грани вы-

падет число 6, то про него можно сказать, что оно четное и в то же время кратное 

3 (делится на 3). 

Например, пусть комплекс условий G  – игральный кубик подбрасывается 

один раз, A ={на верхней грани выпадет четное число}, B {на верхней грани 

выпадет нечетное число}. Эти события несовместные, так как не могут про-

изойти одновременно (нет таких чисел, которые одновременно являлись бы чет-

ными и нечетными). 

Несколько событий образуют полную группу, если в результате испытания 

появится хотя бы одно из них. То есть появление хотя бы одного из событий 

полной группы есть достоверное событие. В частности, если события, образую-

щие полную группу, попарно несовместны, то в результате испытания появится 

только одно из этих событий. 
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Например, G  – вынимание карты из колоды в 36 карт, A ={карта крестовой 

масти}, B {карта червовой масти}, С ={карта пиковой масти}, D {карта буб-

новой масти}. Эти события образуют полную группу, так как представляют со-

бой все возможные исходы испытания. 

События называются равновозможными, если есть основания считать, что 

ни одно из них не является более возможным, чем другое. 

Например, пусть комплекс условий G  – игральный кубик подбрасывается 

один раз, A ={на верхней грани выпадет четное число}, B {на верхней грани 

выпадет нечетно число}. Эти события равновозможные, поскольку среди чисел 

1, 2, 3, 4, 5, 6 одинаковое количество четных и нечетных. 

Два несовместных события, образующих полную группу, называются про-

тивоположными. Для противоположных событий одновременно выполняются 

два условия:  AA ,  AA . 

Например, пусть комплекс условий G  – производится один выстрел по ми-

шени, A ={попадание}, A {промах}. Эти события противоположные, по-

скольку появление одного исключает возможность другого. 

Пусть комплекс условий G  – производится два выстрела по мишени, 

A ={два попадания}, A {хотя бы один промах}. Эти события противополож-

ные, поскольку появление одного исключает возможность другого. 

3.1.7. Примеры решения задач по теме «Случайные события» 

1. Случайным образом выбирают одну из 28 костей домино. Описать мно-

жество элементарных исходов  . Перечислить все элементарные исходы, из ко-

торых состоят следующие события: {A на выбранной кости очки совпадают}, 

{B сумма очков на выбранной кости равна 6}, {C произведение числа очков 

на выбранной кости нечетно}, ,AB   CABACAB ,, , .)( CAB   

Решение. Эксперимент заключается в том, что из набора костей домино 

выбирают одну. Кость домино представляет собой пластину, поделенную на две 

части, на которых с помощью точек обозначены числа. Количество точек на каж-

дой половине может быть от нуля (пусто) до шести включительно. Таким обра-

зом, исходом эксперимента является пара чисел, которые могут принимать зна-

чения от 0 до 6. Тогда множество элементарных исходов можно описать следу-

ющим образом:     .,,6;0,,; Zyxyxyx   

Далее из этого множества нужно выбрать подмножества, соответствующие 

указанным событиям: 

              ,6;6,5;5,4;4,3;3,2;2,1;1,0;0A  

        ,3;3,4;2,5;1,6;0B  (исходы, например  5;1  и   1;5 , – это одна и та 

же кость, поэтому записывается один из них), 

            ,5;5,5;3,3;3,5;1,3;1,1;1С  

      ,4;2,5;1,6;0 AB (в разность попадают исходы, которые принадле-

жат B , но не принадлежат A ), 

  ,3;3AB  (в произведение попадают исходы, которые принадлежат и A  

и B  одновременно), 
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      ,5;5,3;3,1;1AС  

 ,CAB (нет исходов, которые принадлежали бы A  и B  одновре-

менно, не принадлежали C ), 

 CAB )(         ,5;5,5;1,3;3,1;1 (попали исходы из C , которые есть у A  

или B ). 

Теперь сформулируем события, которые получились в результате арифме-

тических операций: 

 AB {на выбранной кости сумма очков равна 6, но очки не совпадают}, 

AB {на выбранной кости сумма очков равна 6 и очки совпадают}, 

 CAB )( {на выбранной кости произведение очков нечетно, при этом 

либо очки совпадают, либо их сумма равна 6}. 

2. На 10 жетонах выбиты числа 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. Наудачу извлека-

ется один жетон. В каких из следующих ответов указаны все возможные исходы 

испытания: а) четное, нечетное; б) простое, 4, 6, 8, 9, 10; в) четное, 1, 3, 5; г) не 

более 3, не менее 4. 

Решение. 

а) все исходы, поскольку все числа либо четные, либо нечетные; 

б) все исходы (простое число – число, которое делится только на само себя 

и на 1); 

 в) не все исходы, не хватает 7 и 9; 

 г) все исходы. 

3. По мишени производятся 3 выстрела. Пусть события {iA попадание 

при i-м выстреле, 3,2,1i }. Представить в виде суммы или произведений собы-

тий iA  и iA  следующие события: {A три попадания в мишень}, {B три про-

маха}, {C хотя бы одно попадание}, {D хотя бы один промах}, {E не менее 

двух попаданий}, {F не больше одного попадания}, {G попадание в мишень 

не раньше, чем при третьем выстреле}. 

Решение. 

,321 AAAA  
,321 AAAB   

,321 AAAC   
,321 AAAD   

321321321321 AAAAAAAAAAAAE      

321321321321 AAAAAAAAAAAAF  ,  

.21AAG   

3.1.8. Задачи по теме «Случайные события» для самостоятельного решения 

1. Указать, какие из следующих событий являются случайными, достовер-

ными, невозможными: а) выигрыш по одному билету лотереи; б) извлечение 

цветного шара из урны, в которой находятся 3 синих и 5 красных шаров; в) по-



40 

лучение абитуриентом 25 баллов при сдаче четырех экзаменов, если применя-

ется пятибалльная система оценок; г) извлечение «дубля» из полной игры в до-

мино; д) выпадение не более 6 очков на верхней грани игрального кубика. 

2. Выяснить, совместные или несовместные следующие пары событий: а) 

выбранное наудачу натуральное число от 1 до 100 делится на 10, делится на 11; 

б) нарушение в работе первого, второго мотора летящего самолета; в) попадание, 

промах при одном выстреле; г) выигрыш, проигрыш в шахматной партии; д) 

наудачу выбранное число от 1 до 25 является четным, кратным 3. 

3. Образуют ли полную группу следующие события: а) G бросание мо-

неты 1 раз, события: {A появление герба}, {B появление цифры}; б) G бро-

сание монеты 2 раза, события: {A появление двух гербов}, {B появление 

двух цифр}; в) G два выстрела по мишени, события: {A ни одного попада-

ния}, {B одно попадание}, {C два попадания}; г) G два выстрела по ми-

шени, события: {A хотя бы одно попадание}, {B хотя бы один промах}; д) 

G вынимание карты из колоды, события: {A появление карты червовой ма-

сти}, {B появление карты бубновой масти}, {C появление карты трефовой 

масти}? 

4. Назвать противоположные для следующих событий: {A три дня подряд 

шел дождь}, {B среди пяти человек не ни одного мужчины}, {C из трех об-

лигаций хотя бы одна выигрывает}, {D среди 4 карт все карты разной масти}. 

Ответы:  

1. а) случайное; б) достоверное; в) невозможное; г) случайное; д) досто-

верное.  

2. а) несовместные; б) совместные; в) несовместные; г) совместные; д) сов-

местные.  

3. а) да; б) нет; в) да; г) да; д) нет.  

4. {A хотя бы в один из трех  дней не было дождя}, {B среди пяти че-

ловек хотя бы один мужчина}, {C из трех облигаций ни одна не выигрывает}, 

{D среди 4 карт хотя бы две одной масти}. 

3.1.9. Тестовые задания по теме «Случайные события» 

для самостоятельного решения 

1. Пусть комплекс условий G игральный кубик подбрасывается один раз, 

тогда в нем: 

1)   = {выпадает число, меньшее 7};  

2)   = {выпадает дробное число};  

3)   = {выпадает четное число};  

4)   = {выпадает число, большее 6};  

5)   = {выпадает целое число};  

6)   = {выпадает нечетное число};  

7) А = {выпадает четное число};  

8) А = {выпадает нечетное число};  
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9) А = {выпадает отрицательное число};  

10) А = {выпадает число, кратное 2}. 

2. Победитель соревнований награждается: призом (событие А), денежной 

премией (событие В), медалью (событие С). Что представляют собой события: 

1) А + В = {победитель награждается премией или призом};   

2) А + В = {победитель награждается премией или призом, или и призом, 

и премией одновременно};  

3) АВ = {победитель награждается призом или премией};   

4) АВ = {победитель награждается премией и призом одновременно};   

5) АВС = {победитель награждается одновременно и призом, и премией, и 

медалью}; 

 6) АС – В = {победитель награждается одновременно призом и медалью 

без выдачи премии};  

7) АС – В = {победитель награждается одновременно призом и медалью}. 

3. Два стрелка сделали по одному выстрелу в мишень. Рассматриваются 

следующие события: A = {попал 1-й стрелок}, B = {попал 2-й стрелок}. Данные 

события являются: 

1) зависимыми;  

2) независимыми;   

3) совместными;   

4) несовместными;   

5) противоположными. 

4. Если BA , чему равны BA   и BA  ? 

1) B  и B ;   

2) B  и A ; 

3) A  и A ; 

4) A  и B . 

5. Пусть A  и A  – противоположные события, тогда:  

1)  AA ; 

2)  AA ; 

3)  AA ; 

4)  AA . 

6. Событие, которое может произойти или не произойти в результате ис-

пытания, называется: 

1) случайным; 

2) достоверным; 

3) невозможным. 

7. События: выигрыш, ничья, проигрыш при одной игре в шахматы: 

1) являются совместными;   

2) являются несовместными;   

3) образуют полную группу. 

8. Пусть события nHHH ,,, 21   составляют полную группу попарно 

несовместных событий, тогда они удовлетворяют условиям: 
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1) jiHH ji  ,  и  nHHH 21 ;   

2) jiHH ji  ,  и  nHHH 21 ;    

3) jiHH ji  ,  и  nHHH 21 . 

9. Монета подбрасывается 3 раза. Рассматривается события A {хотя бы 

один раз выпал герб}, тогда противоположное событие: 

1) A {1 раз выпал герб}; 

2) A {2 раза выпал герб}; 

3) A {3 раза выпал герб};  

4) A {2 раза выпала цифра}; 

5) A {3 раза выпала цифра}; 

6) A {герб не выпал ни разу}. 

10. Чему равны события:  AAAAAAAA ,,,,, ? 

1)  ,,,,, AA ;     

2) AAA ,,,,,  ;   

3)  ,,,,, AAAA ;      

4)  ,,,,, AAA ; 

5) AA ,,,,,  . 

 

Ответы: 1. 1), 2), 4), 5), 7), 8), 10). 2. 1), 4), 5), 6). 3. 2), 3). 4. 2). 5. 1), 2). 6. 

1). 7. 2), 3). 8. 1). 9. 6). 10. 3).   

3.1.10. Определение вероятности случайного события 

Для того чтобы сравнивать между собой случайные события по мере воз-

можности их появления, необходимо с каждым событием связать определенное 

число, которое тем больше, чем возможно это событие.  

Для количественной оценки возможности появления случайного события 

вводится понятие вероятности. 

Классическое определение вероятности 

Вероятностью события A  называют отношение числа m  исходов, благо-

приятных наступлению события A , к числу n  всех равновозможных несовмест-

ных элементарных исходов эксперимента (опыта, испытания), образующих пол-

ную группу: 

n

m
AP )( . 

Классическое определение вероятности можно использовать только в том 

случае, когда количество исходов испытания конечно и эти исходы равновоз-

можные.  

Пример. В урне 6 белых и 4 черных шара. Какова вероятность вынуть из 

урны 2 белых шара? 
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Решение. Сформулируем событие, вероятность которого нужно опреде-

лить: {A вынуть из урны 2 белых шара}. Для определения вероятности этого 

события нужно определить, в чем заключается эксперимент и что является исхо-

дом этого эксперимента. Эксперимент заключается в том, что из урны достают 

2 шара. Количеством исходов эксперимента будет количество способов выбрать 

2 шара из общего количества шаров. Поскольку порядок шаров в выборке не 

имеет значения, то для решения будем использовать сочетания. Общее число ис-

ходов испытания  будет рассчитано как 45
!2!8

!102
10 Cn . Число исходов, благо-

приятных для наступления события A , равно 15
!2!4

!62
6 Cm . Тогда по фор-

муле классического определения получим 
3

1

45

15
)( 

n

m
AP . 

Геометрическое определение вероятности 

Если количество исходов испытания не конечно (его невозможно подсчи-

тать), классическое определение вероятности использовать нельзя. В таких слу-

чаях (когда число исходов бесконечно) вводят понятие геометрической вероят-

ности, т.е. вероятности попадания точки в область (отрезок, часть плоскости, 

часть тела и т.д.). 

Пусть, например, на плоскости имеется некоторая область G  и в ней со-

держится другая область g . Требуется найти вероятность того, что точка, бро-

шенная наудачу в область G , попадет в область g . Вероятность попадания точки 

в какую-либо часть области G  пропорциональна мере (mes ) этой части (длине, 

площади, объему и т.д.) и не зависит от ее расположения и формы: 

mesG

mesg
AP )( . 

Пример. Внутри эллипса  1
1625

22


yx

 расположен круг  922  yx . Найти 

вероятность попадания точки в кольцо, ограниченное эллипсом и кругом. 

Решение. Эксперимент заключается в том, что в эллипс бросается матери-

альная точка. Количество исходов эксперимента – количество точек внутри фи-

гуры, которое невозможно подсчитать, так как оно бесконечно. Поскольку фи-

гуры на плоскости, то в качестве меры можно использовать площадь. Пусть со-

бытие {A попадание точки в кольцо}. Вероятность этого события определяется 

как отношение площадей, пусть колS  площадь кольца, элS  площадь эллипса 

и крS  площадь круга. Тогда 
эл

кол

S

S
AP )( , где  

2rabSSS крэлкол   . Так 

как 3,4,5  rba , то  
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55,0
20

920
)( 







AP . 

3.1.11. Примеры решения задач по теме 

«Определение вероятности случайного события» 

1. Из 6 карточек с буквами Р, М, Е, Н, Т, О выбирают наугад 4 карточки. 

Какова вероятность того, что: а) будут вынуты карточки с буквами Р, Е, М, О; б) 

при последовательном вынимании карточек получится слово МОРЕ.  

Решение. 

1. Событие {A будут вынуты карточки с буквами Р, Е, М, О}, общее 

число испытаний – количество способов выбрать 4 карточки из 6. Поскольку по-

рядок карточек в выборке не имеет значения, то можно использовать число со-

четаний из 6 элементов по 4 элемента, т.е. .154
6 Сn  Число благоприятных ис-

ходов ,1m  так как только в одной выборке попадутся карточки с нужными бук-

вами. По классическому определению вероятности .
15

1
)( 

n

m
AP   

2. Событие {A при последовательном вынимании карточек получится 

слово МОРЕ}, общее число испытаний – это количество способов выбрать 4 кар-

точки из 6, но в данном случае порядок карточек будет иметь значение, поэтому 

используем число размещений из 6 элементов по 4 элемента, т.е. .3604
6  Аn  

Число благоприятных исходов ,1m  так как только в одной выборке попадутся 

карточки с нужными буквами в определенном порядке. По классическому опре-

делению вероятности .
360

1
)( 

n

m
AP  

2. Из цифр 1, 2, 3, 4, 5 наугад составляют пятизначное число без повторения 

цифр. Какова вероятность того, что составленное число будет четным? 

Решение. Событие {A составленное число – четное}. Поскольку количе-

ство цифр не изменилось, то общее число испытаний – это число перестановок из 

5 элементов, т.е. .120!55  Pn  Составленное число будет четным, если оно 

оканчивается на 2 или 4, поэтому для оставшихся 4 цифр количество перестановок 

равно ,24!44 P  число благоприятных исходов по правилу суммы m = 24 + 24 = 

= 48. По классическому определению вероятности .
5

2

120

48
)( 

n

m
AP   

3. В трех городах расположено 20 сбербанков, причем в первом – 5, во вто-

ром – 8, в третьем – 7. Для обследования случайным образом отобрано 5 сбер-

банков. Какова вероятность того, что среди отобранных будет два из первого, 

один из второго и два из третьего города? 

Решение. Событие {A среди отобранных будет два из первого, один из 

второго и два из третьего города}. Поскольку порядок банков в выборке не имеет 

значения, то общее число испытаний – это число сочетаний из 20 элементов по 

5 элементов, т.е. .155045
20 Сn  Число благоприятных исходов определим по 
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правилу произведения .1680218102
7

1
8

2
5  СССm  По классическому опре-

делению вероятности .11,0
15504

1680
)( 

n

m
AP      

4. Куб, все грани которого окрашены, распилен на 1 000 кубиков, кото-

рые тщательно перемешаны. Определить вероятность того, что кубик, извле-

ченный наудачу, будет иметь: а) только 2 окрашенные грани, б) только одну 

окрашенную грань. 

Решение.  

1. Событие {A у кубика только 2 окрашенные грани}. Эксперимент за-

ключается в том, что из кучки кубиков выбирается один. Поэтому общее число 

испытаний – это количество кубиков, т.е. .1000n  Число благоприятных исхо-

дов – это количество кубиков с двумя окрашенными гранями. Так как объем куба 

равен 1 000, то на каждом ребре у него по 10 кубиков, угловые кубики окрашены 

с трех сторон, поэтому их исключаем, получается, что на одном ребре по 8 нуж-

ных нам кубиков. Теперь умножаем на количество ребер и получаем, что  

.96128 m  По классическому определению вероятности  

.096,0
1000

96
)( 

n

m
AP  

2. Событие {A у кубика только 1 окрашенная грань}, общее число испы-

таний – это количество кубиков, т.е. .1000n  Число благоприятных исходов – 

это количество кубиков с одной  окрашенной гранью. Так как объем куба равен 

1 000, то на каждом ребре у него по 10 кубиков и на каждой грани по 100 кубиков, 

36 кубиков, которые лежат по периметру грани, окрашены с трех или с двух сто-

рон, поэтому их исключаем. Получается, что на одной грани по 64 нужных нам 

кубика. Теперь умножаем на количество граней и получаем, что .384664 m  

По классическому определению вероятности 

.384,0)( 
n

m
AP  

5. По условиям лотереи «Спортлото 6 из 45» участник, угадавший 4, 5, 6 

видов спорта из отобранных при случайном розыгрыше 6 видов спорта из 45, 

получает денежный приз. Найти вероятность того, что будут угаданы: а) все 6 

цифр; б) 4 цифры.  

Решение. 

1. Событие {A будут угаданы все 6 цифр}. Порядок цифр в выборке не 

имеет значения, поэтому общее число испытаний – это число сочетаний из 45 

элементов по 6 элементов, т.е. .81450606
45 Сn  Число благоприятных исходов  

,1m  поскольку только в одном случае в выборке окажутся нужные цифры. По 

классическому определению вероятности  

.0000001,0
8145060

1
)( 

n

m
AP  
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2. Событие {A будут угаданы 4 вида спорта из 6 выигравших}, общее 

число испытаний – это число сочетаний из 45 элементов по 6 элементов, т.е. 

.81450606
45 Сn  Число благоприятных исходов  .11115741152

39
4
6  ССm  

По классическому определению вероятности 

.0013646,0
8145060

11115
)( 

n

m
AP  

3.1.12. Задачи по теме «Определение вероятности случайного события» 

для самостоятельного решения 

1. Из урны, в которой находятся 3 белых шара и 7 черных шаров, вынимают 

наудачу по одному 2 шара без возвращения. Найти вероятность того, что только 

один из извлеченных шаров будет белым. 

2. Имеется 5 отрезков, длины которых равны 1, 3, 5, 7, 9 единицам. Опре-

делить вероятность того, что из 3 наудачу взятых отрезков можно построить тре-

угольник.  

3. Из 15 билетов, помеченных номерами от 1 до 15, выбирается один. Ка-

кова вероятность того, что номер вынутого билета: 1) делится на 2 и 3; 2) делится 

на 2 или 3.  

4. При наборе телефонного номера абонент помнит только первые три 

цифры, остальные две забыл, но знает, что они: 1) различные; 2) различные и 

нечетные; 3) одинаковые; 4) ничего о них не знает. Какова вероятность того, что, 

набрав их наудачу, он получит нужный номер? 

5. В автопарке 120 машин, занумерованных числами от 1 до 120. Какова ве-

роятность того, что из автопарка выйдет машина, номер которой оканчивается 0? 

6. В лотерее 100 билетов, из них 40 выигрышных. Какова вероятность того, 

что один из взятых наудачу 3 билетов окажется выигрышным?  

7. В группе 25 студентов. Вызываются поочередно 2 студента, какова ве-

роятность того, что будут вызваны Иванов и Петров?  

8. В партии 100 изделий, из которых 4 – бракованные. Партия произвольно 

разделена на две равные части, которые отправлены двум потребителям. Какова 

вероятность того, что все бракованные изделия достанутся: 1) одному потреби-

телю; 2) обоим потребителям поровну?   

9. Пятитомное собрание сочинений расположено на полке в случайном по-

рядке. Какова вероятность того, что книги стоят слева направо в порядке нуме-

рации томов?  

10. Из 20 сбербанков 10 расположены за чертой города. Для обследования 

случайным образом отобрано 5 сбербанков. Какова вероятность того, среди ото-

бранных окажется в черте города: 1) 3 сбербанка; 2) хотя бы один?  

 

Ответы: 1. .
15

7

  
2. 0,3. 3. 1)  

15

2
; 2) 0,6. 4. 1) 1/90; 2) 0,05; 3) 0,1; 4) 0,01. 5. 

.
10

1

  
6. 0,4378. 7. .

600

1

  
8. 0,117; 0,383. 9. 1/120. 10. 0,348; 0,985. 
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3.1.13. Решение тестовых заданий по теме 

«Определение вероятности случайного события» 

1. Из урны, в которой находятся 6 белых шаров и 4 черных шара, вынимают 

одновременно 4 шара. Тогда вероятность того, что среди отобранных 3 шара бу-

дут белыми, равна: 

  1) 
21

8
;  

  2) 
21

2
; 

  3) 
105

2
; 

  4) 
2

1
.    

Решение. Для вычисления события  {A среди отобранных шаров три 

шара будут белыми} воспользуемся формулой классического определения веро-

ятности 
n

m
AP )( , где  n – общее число возможных элементарных исходов ис-

пытания, а m – число элементарных исходов, благоприятствующих появлению 

события  A. В нашем случае общее число возможных элементарных исходов 

равно числу способов, которыми можно извлечь четыре шара из десяти имею-

щихся, т.е. 4
10Сn  . А общее число благоприятствующих исходов равно числу 

способов, которыми можно извлечь три белых шара из шести и один черный шар 

из четырех, т.е. 1
4

3
6 ССm  . Следовательно, .

21

8
)(

4
10

1
4

3
6 



С

СС

n

m
AP    

2. Игральная кость бросается два раза. Тогда вероятность того, что сумма 

выпавших очков – десять, равна… 

  1) 
12

1
;    

  2) 
36

1
;   

  3) 
36

5
;   

  4)  0.      

Решение. Для вычисления события  {A сумма выпавших очков будет 

равна десяти} воспользуемся формулой 
n

m
AP )( ,  где  n  – общее число возмож-

ных элементарных исходов испытания, а m – число элементарных исходов, бла-

гоприятствующих появлению события  A. В нашем случае возможны по правилу 
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произведения 3666 n   элементарных исходов испытания, из которых благо-

приятствующими являются исходы вида )64(),46(),55(  ,  т.е. 3m . Сле-

довательно, .
12

1

36

3
)( AP  

3. В круг радиуса 8 помещен меньший круг радиуса 5. Тогда вероятность 

того, что точка, наудачу брошенная в больший круг, попадет также и в меньший 

круг, равна… 

  1) 
64

25
;    

  2) 
8

5
;   

  3) 
64

39
;   

  4) 
8

3
.      

Решение. Для вычисления вероятности искомого события воспользуемся 

формулой  геометрического определения вероятности, в качестве меры области 

будем использовать площадь 
2

1)(
S

S
AP  , где 1S  – площадь меньшего круга, а 

2S  – площадь большего круга. Следовательно, 
64

25

8

5
)(

2

2









AP . 

4. При наборе телефонного номера абонент забыл две последние цифры и 

набрал их наудачу, помня только, что эти цифры нечетные и разные. Тогда веро-

ятность того, что номер набран правильно, равна… 

  1) 
20

1
;    

  2) 
4

1
;   

  3) 
90

1
;   

  4) 
5

1
.      

Решение. Для вычисления события {A номер набран правильно} вос-

пользуемся формулой 
n

m
AP )( , где n  – общее число возможных элементарных 

исходов испытания, а m – число элементарных исходов, благоприятствующих 

появлению события  A. Вычислим общее число элементарных исходов испыта-

ния. Предпоследний номер можно набрать пятью способами (1, 3, 5, 7, 9), а по-

следний – четырьмя, так как набранные цифры должны быть разными. Тогда по 
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правилу произведения ,2045 n  из которых благоприятствующим является 

один исход (правильный номер), т.е. 1m . Следовательно, 
20

1
)( AP . 

5. В партии из 12 деталей имеется 5 бракованных. Наудачу отобраны три 

детали. Тогда вероятность того, что среди отобранных деталей нет бракованных, 

равна… 

  1) 
44

7
;    

  2) 
22

1
;   

  3) 
12

7
;   

  4) 
4

1
.      

Решение. Для вычисления события {A среди отобранных деталей нет 

бракованных} воспользуемся формулой 
n

m
AP )( , где n – общее число возмож-

ных элементарных исходов испытания, а m – число элементарных исходов, бла-

гоприятствующих появлению события A . В нашем случае общее число возмож-

ных элементарных исходов равно числу способов, которыми можно извлечь три 

детали из 12 имеющих, т.е. 3
12С . А общее число благоприятствующих исходов 

равно числу способов, которыми можно извлечь три не бракованные детали из 

семи, т.е. 3
7С . Следовательно, .

44

7
)(

3
12

3
7 

С

С

n

m
AP   

 

3.1.14. Тестовые задания по теме «Определение вероятности 

случайного события» для самостоятельного решения 

1. Из коробки, в которой находятся 6 черных шаров и 4 белых шара, выни-

мают одновременно 3 шара. Тогда вероятность того, что среди отобранных два 

шара будут черными, равна…

  1) 
2

1
;    

  2) 
10

3
;   

  3) 
8

1
;   

  4) 
30

1
.      
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2. Игральный кубик бросается два раза. Тогда вероятность того, что сумма 

выпавших очков – семь, а разность – три, равна… 

  1) 
18

1
;    

  2) 
9

1
;   

  3) 
36

7
;   

  4)  0.     

3. Внутрь круга радиуса 4 наудачу брошена точка. Тогда вероятность того, 

что точка окажется вне вписанного в круг квадрата, равна… 

  1) 


 2
;    

  2) 


2
;   

  3) 


2
;   

  4) 
2


.      

4. Игральный кубик бросается два раза. Тогда вероятность того, что сумма 

выпавших очков не меньше девяти, равна… 

  1) 
4

1
;    

  2) 
6

1
;   

  3) 
4

3
;   

  4)  0.    

5. В партии из 12 аппаратов имеется 5 бракованных. Наудачу отобраны 3 

аппарата. Тогда вероятность того, что среди отобранных аппаратов нет годных, 

равна… 

  1) 
22

1
;    

  2) 
44

7
;   

  3) 
12

5
;   
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  4) 
5

3
.      

 

Ответы: 1. 1).  2. 1).  3. 1).  4. 1).  5. 1). 

3.1.15. Теоремы сложения и умножения вероятностей 

Условная вероятность 

1. Теорема сложения вероятностей. Вероятность суммы двух несовмест-

ных событий равна сумме вероятностей этих событий:  

)()()( BPAPBAP  . 

Эта теорема обобщается на случай произвольного числа попарно несов-

местных событий:  











 n

i
i

n

i
i APAP

11

)( . 

Из теоремы сложения следует важное следствие (свойство вероятностей 

противоположных событий): 1)()(  APAP . 

Вероятность суммы двух совместных событий определяется соотноше-

нием )()()()( ABPBPAPBAP  . 

Пример. В ящике 2 белых и 10 черных шаров. Из ящика вынули 2 шара. 

Какова вероятность того, что эти шары белые или черные? 

Решение. Пусть событие {A оба шара белые или черные} . Разобьем это 

событие на частные случаи: {1 A оба шара белые}, {2 A оба шара черные} . 

Тогда  21 AAA  , где 1A  и 2A  несовместные события, поэтому  

33

23

66

46

66

45

66

1
)()()()(

2
12

2
10

2
12

2
2

2121 
С

С

С

С
APAPAAPAP . 

Для определения вероятностей событий 1A  и 2A  используется классиче-

ское определение вероятности, для подсчета количества всевозможных и благо-

приятных исходов – число сочетаний, так как порядок шаров в выборке не имеет 

значения. 

Пример. Один раз подбрасывается игральный кубик. Найти вероятность 

того, что на верхней грани выпадет четное или кратное 3 число. 

Решение. Пусть событие {A на верхней грани выпадет четное или крат-

ное 3 число}. Разобьем это событие на частные случаи: {1 A на верхней грани 

выпадет четное число}, {2 A на верхней грани выпадет кратное 3 число} . Тогда 

21 AAA  , где 1A  и 2A  – совместные события, поэтому 

3

1

6

1

6

2

6

1
)()()()()( 212121  AAРAPAPAAPAP . 
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Событие A  называется независимым от события B , если вероятность со-

бытия A  не зависит от того, произошло или не произошло событие B . Вероят-

ность события A , вычисленная при условии, что произошло другое событие B , 

называется условной вероятностью и обозначается )/( BAP .  

Условие независимости события A  от события B  можно записать в виде 

)()/( APBAP  , а условие зависимости – в виде )()/( APBAP  . 

2. Теорема умножения вероятностей. Вероятность произведения двух со-

бытий равна произведению безусловной вероятности одного из них на условную 

вероятность другого, подсчитанную при условии, что первое событие уже про-

изошло: 

)/()()/()()( BAPBPABPAPABP  . 

Если события A  и B  независимые, то )()()( BPAPABP  . 

Эта теорема обобщается на случай произвольного числа событий:  

)/()/()( 121121
1












 nn

n

i
i AAAAPAAPAPAP  . 

В случае независимых в совокупности событий справедлива формула 











 n

i
i

n

i
i APAP

11

).(  

Пример. В первом ящике 2 белых и 10 черных шаров; во втором ящике 8 

белых и 4 черных шара. Из каждого ящика вынули по одному шару. Какова ве-

роятность того, что оба шара белые? 

Решение.  Пусть событие {A оба вынутые шара – белые} ,  {1 A появле-

ние белого шара из 1-го ящика}, {2 A появление белого шара из 2-го ящика} . 

Тогда  21 AAA  , где 1A  и 2A  независимые события, так как шары вытягива-

ются из разных ящиков, т.е. вероятность для шара из второго ящика никак не 

зависит от того, какой шар вытянули из первого ящика, поэтому 

9

1

12

8

12

2
)()()()( 2121  APAPAAPAP . 

Пример. В ящике 6 белых и 8 черных шаров. Из ящика без возвращения 

вынимают 2 шара. Найти вероятность того, что они оба белые. 

Решение. Пусть событие {A оба вынутые шара – белые} , {1 A появле-

ние белого шара при 1-м испытании}, {2 A появление белого шара при 2-м ис-

пытании}. Тогда 21 AAA  , где 1A  и 2A – зависимые события, так как шары вы-

тягиваются из одного ящика, т.е. вероятность для второго шара напрямую зави-

сит от того какого цвета шар вынули при 1-м испытании, поэтому  

91

15

13

5

14

6
)/()()()( 12121  AAPAPAAPAP . 
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3.1.16. Примеры решения задач по теме 

«Теоремы сложения и умножения вероятностей» 

1. Из урны, содержащей 6 белых, 4 черных и 2 оранжевых шара, наугад 

одновременно извлекают 3 шара. Какова вероятность того, что это будут шары 

одного цвета? 

Решение. Событие {A шары одного цвета}, распишем это событие на 

частные случаи: {1 A шары белые}, {2 A шары черные}, {3 A шары оранже-

вые}, тогда 321 AAAA  , где 321 ,, AAA несовместные события, поскольку 

одновременно произойти не могут. Поэтому 

 )()()( 1321 APAAAPAP  

55

6

220

24

220

4

220

200
)()(

3
12

3
12

3
4

3
12

3
6

32 
CС

С

С

С
APAP . 

Для определения вероятностей событий 1A , 2A  и  3A  используется класси-

ческое определение вероятности, для подсчета количества всевозможных и бла-

гоприятных исходов – число сочетаний, так как порядок шаров в выборке не 

имеет значения. 

2. Из колоды карт (36 карт) наугад достают одну карту. Пусть событие 

{A картой окажется дама}, а событие {B карта черной масти (пики или 

трефы)}. Найдите )( BAP  . 

Решение. Событие {A выпадет дама}, {B выпадет карта черной масти}. 

A  и B совместные события, так как они могут произойти одновременно, т.е. 

выпадет карта с дамой черной масти (например, крестовая дама). Поэтому 


36

18

36

4
)()()()( ABPBPAPBAP

9

5

36

20

36

2
 . 

3. Предприятие в среднем выпускает 21 % продукции высшего сорта и 

70 % продукции первого сорта. Какова вероятность того, что случайно взятое 

изделие окажется первого или высшего сорта? 

Решение. Событие {A изделие первого или высшего сорта}. Разобьем это 

событие на частные случаи: {1 A изделие первого сорта}, {2 A изделие выс-

шего сорта}, тогда 21 AAA  , где 21, AA  несовместные события, поскольку 

одно и то же изделие не может быть одновременно и первого и высшего сорта. 

Поэтому  )()()( 121 APAAPAP )( 2AP  0,21 + 0,7 = 0,91. 

4. Цифры 1, 2, 3, 4, 5 располагаются в ряд. Какова вероятность того, что 

первой окажется четная, а последней – нечетная цифра? 

Решение. Событие {A первой окажется четная цифра}, {B последней 

окажется нечетная цифра}, тогда BAC  , где BA, зависимые события, по-

скольку цифры выбираются из одного множества, т.е. вероятность последней 

цифры напрямую зависит от того, кокой оказалась первая цифра. Поэтому 
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.
10

3

4

3

5

2
)/()()()(  ABPAPBAPCP  

5. Синоптики Аляски и Чукотки независимо друг от друга предсказывают 

погоду (ясно – пасмурно) в Беринговом проливе, ошибаясь с вероятностями 0,1 

и 0,3 соответственно. Их предсказания на завтра совпали. Какова вероятность 

того, что эти предсказания ошибочны? 

Решение. Событие {A предсказания синоптиков совпали}, {B синоп-

тики Аляски и Чукотки не ошиблись}, {С синоптики Аляски и Чукотки ошиб-

лись}, тогда .66,03,01,07,09,0)()(  CBPAP Теперь найдем условную 

вероятность из теоремы умножения для зависимых событий: 

.
22

1

66

3

66,0

3,01,0

)(

)(
)/( 




AP

ACP
ACP  

3.1.17. Задачи по теме «Теоремы сложения и умножения вероятностей» 

для самостоятельного решения 

1. Из 30 вопросов, включенных в программу экзамена, студент подготовил 

лишь 18. На экзамене ему будет предложено пять вопросов, причем для получе-

ния положительной оценки нужно правильно ответить хотя бы на три из них. Что 

более вероятно: сдаст студент экзамен или нет? 

2. Для производственной практики на 30 студентов предоставлено 15 мест 

в Иркутске, 8 в Ангарске и 7 в Шелехове. Какова вероятность того, что два опре-

деленных студента попадут на практику в один город? 

3. В урне 20 белых и 6 черных шаров. Из нее вынимают наугад два шара 

подряд. Найти вероятность того, что оба шара окажутся черными. 

4. В ящике 10 красных и 5 синих пуговиц. Вынимаются наудачу две пуго-

вицы. Какова вероятность, что пуговицы будут одноцветными? 

5. Вероятность того, что студент сдаст первый экзамен, равна 0,9; второй – 

0,9; третий – 0,8. Найти вероятность того, что студентом будут сданы: только 

второй экзамен, только один экзамен, все три экзамена, по крайней мере два эк-

замена, хотя бы один экзамен. 

6. В урну, в которой лежат 6 белых и 5 черных шаров, добавляют два чер-

ных шара.  После этого наудачу по одному извлекают три шара без возвращения. 

Найти вероятность того, что хотя бы один шар будет белым.  

7. Городская товарная станция доставляет получателям груз автотранспор-

том. Вероятность того, что в определенный день товарной станции потребуется 

трехтонная машина, равна 0,9, пятитонная – 0,7. Определить вероятность того, 

что товарной станции потребуется хотя бы одна автомашина.  

8. Для повышения надежности прибора он дублируется другим точно та-

ким же прибором, надежность безотказной работы каждого прибора равна 0,9. 

При выходе из строя первого прибора происходит мгновенное переключение на 

второй. Какова надежность системы двух дублирующих друг друга приборов? 
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9. У остановочной платформы на привокзальной площади останавлива-

ются автобусы 6 маршрутов с одинаковой частотой движения. Какова вероят-

ность того, что из двух первых автобусов один окажется нужного маршрута?  

10. Из урны, в которой лежат 3 белых шара и 7 черных, наудачу по одному 

извлекают два шара без возвращения. Найти вероятность того, что только один 

из извлеченных шаров будет белым. 

 

Ответы:
 
1. Сдаст. 2. 0,331. 3. 0,046. 4. 0,438. 5. 0,018, 0,044, 0,648, 0,954, 

0,998. 6. 0,878. 7. 0,97. 8. 0,99. 9. 0,278. 10. 0,47. 

3.1.18. Решение тестовых заданий по теме 

«Теоремы сложения и умножения вероятностей» 

1. В урну, в которой лежат 6 белых и 5 черных шаров, добавляют два чер-

ных шара.  После этого наудачу по одному извлекают три шара без возвращения. 

Тогда вероятность того, что хотя бы один шар будет белым, равна… 

1) 
286

251
;    

2) 
286

35
;   

3) 
13

6
;   

4) 
143

138
.      

Решение. Введем обозначения событий:  kAk { й вынутый шар будет бе-

лым}, 3,2,1k , A = {хотя бы один шар будет белым}. Тогда 

)(1)( 321 AAAPAP  , где  kAk { й вынутый шар не будет белым}. Так как 

по условию задачи все шары извлекаются из одной урны, то события 1A , 2A  и 

3A  зависимы, поэтому 

.
286

251

11

5

12

6

13

7
1)/()/()(1)( 213121  AAAPAAPAPAP  

2. В электрическую цепь последовательно включены два элемента, работа-

ющие независимо друг от друга. Вероятности отказов элементов равны соответ-

ственно 0,1 и 0,15. Тогда вероятность того, что тока в цепи не будет, равна… 

 1) 0,235; 

 2) 0,765; 

 3) 0,22; 

 4) 0,015. 

Решение. Введем обозначения событий:  kAk { й элемент откажет}, 

,2,1k  {A тока в цепи не будет}. Тогда  
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.235,0

15,01,015,09,085,01,0)()()()()()()( 212121



 APAPAPAPAPAPAP
 

Можно эту задачу решить по-другому через вероятность противополож-

ного события. К событию {A тока в цепи не будет} противоположным  будет 

{A оба элемента работают}, тогда 765,085,09,0)( AP . Тогда вероятность 

искомого события .235,0765,01)(1)(  APAP  

3. Наладчик обслуживает три станка. Вероятность того, что в течение часа 

потребует его вмешательства первый станок, равна 0,15; второй – 0,05; третий – 

0,2. Тогда вероятность того, что в течение часа потребуют вмешательства налад-

чика все три станка, равна… 

  1) 0,0015; 

  2) 0,4; 

  3) 0,015; 

  4) 0,9985. 

Решение. Введем обозначения событий:  kAk { й станок потребует 

вмешательства наладчика, 3,2,1k }, {A вмешательства наладчика потре-

буют все три станка}. Тогда, учитывая, независимость событий, получим: 

.0015,02,005,015,0)()()()()( 321321  APAPAPAAAPAP  

4. Вероятность поражения цели первым стрелком равна 0,9, а вторым – 

0,85. Оба стрелка стреляют одновременно. Тогда вероятность поражения цели, 

равна… 

    1) 0,985; 

      2) 0,775; 

      3) 0,875; 

      4) 1,75. 

Решение. Введем обозначения событий: {A цель поражена первым 

стрелком}, {B цель поражена вторым стрелком}. Так как эти события сов-

местны и независимы, то искомую вероятность можно вычислить как 
.985,085,09,085,09,0)()()()()(  BPAPBPAPBAP  

Можно эту задачу решить по-другому через вероятность противополож-

ного события. К событию BA   противоположным будет { BA оба промах-

нутся}, тогда 015,015,01,0)(  BAP . Тогда вероятность искомого события 

.895,0015,01)(1)(  BAPBAP  

5. Из урны, в которой лежат 3 белых и 7 черных шара, наудачу по одному 

извлекают два шара без возвращения. Тогда вероятность того, что только один 

из извлеченных шаров будет белым, равна… 

   1) 
15

7
;    
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     2) 
10

3
;   

     3) 
5

3
;   

     4) 
3

1
.      

Решение. Введем обозначения событий:  kAk { й вынутый шар будет бе-

лым}, A = {только один из извлеченных шаров будет белым}. Тогда 

2121 AAAAA  , и так как по условию задачи шары извлекаются по одной 

урне, то события 1A  и 2A  зависимы, поэтому 

.
15

7

9

3

10

7

9

7

10

3
)/()()/()()( 121121  AAPAPAAPAPAP  

 

3.1.19. Тестовые задания по теме 

«Теоремы сложения и умножения вероятностей» 

для самостоятельного решения 

1. Наладчик обслуживает три станка. Вероятность того, что в течение часа 

потребует его вмешательства первый станок, равна 0,1; второй – 0,15; третий – 

0,2. Тогда вероятность того, что в течение часа потребует вмешательства налад-

чика только один станок, равна… 

    1) 0,329; 

      2) 0,1; 

      3) 0,45; 

      4) 0,003. 

2. В электрическую цепь параллельно включены три элемента, работаю-

щие независимо друг от друга. Вероятности отказов элементов равны соответ-

ственно 0,05, 0,1, 0,20. Тогда вероятность того, что тока в цепи не будет, равна… 

    1) 0,001; 

      2) 0,35; 

      3) 0,999; 

      4) 0,01. 

3. Наладчик обслуживает три станка. Вероятность того, что в течение часа 

потребует его вмешательства первый станок, равна 0,15; второй – 0,25; третий – 

0,2. Тогда вероятность того, что в течение часа потребует вмешательства налад-

чика хотя бы один станок, равна… 

    1) 0,49; 

      2) 0,51; 

      3) 0,6; 

      4) 0,25. 
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4. В урну, в которой лежат 6 белых и 5 черных шаров, добавляют два белых 

шара. После этого наудачу по одному извлекают три шара без возвращения. То-

гда вероятность того, что все три шара будут белыми, равна… 

   1) 
143

28
;    

     2) 
8

3
;   

     3) 
143

115
;   

     4) 
33

4
.      

5. Вероятность поражения цели первым стрелком равна 0,95, а вторым – 

0,80. Оба стрелка стреляют одновременно. Тогда вероятность того, что цель бу-

дет поражена только одним стрелком, равна… 

    1) 0,23; 

      2) 0,95; 

      3) 0,875; 

      4) 0,17. 

 

Ответы: 1. 1). 2. 1). 3. 1). 4. 1). 5. 1). 

3.1.20. Формула полной вероятности. Формула Байеса 

Формула полной вероятности 

Пусть событие A  может произойти только с одним из n  попарно несов-

местных событий ,,, 21 nHHH   образующих полную группу, т.е. 

 nHHH 21 ,  ji HH  для всех njiji ,1,,  . Тогда полная веро-

ятность события A , учитывающая все предположения, равна  





n

i
ii HAPHPAP

1

)/()()( , где 



n

i
iHP

1

1)( . 

Здесь события iH  – причины или гипотезы, а событие A  – следствие, свя-

занное с каждой из этих причин. 

Пример. В торговую фирму поступили телевизоры от трех поставщиков в 

отношении 1 : 4 : 5. Практика показала, что телевизоры не потребуют ремонта в 

течение гарантийного срока соответственно в 98, 88 и 92 % случаев. Найти веро-

ятность того, что поступивший в торговую фирму телевизор не потребует ре-

монта в течение гарантийного срока. 

Решение. Обозначим событие {A телевизор не потребует ремонта в тече-

ние гарантийного срока}. Сформулируем гипотезы: iH ={телевизор поступил в 

торговую фирму от i-го поставщика 3,2,1i }.  
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По условию задачи 

10

1

541

1
)( 1 


HP ,  

10

4

541

4
)( 2 


HP , 

10

5

541

5
)( 3 


HP . 

Контроль: 



3

1

15,04,01,0)(
i

iHP . 

Условные вероятности: 98,0)/( 1 HAP , 88,0)/( 2 HAP , 92,0)/( 3 HAP .  

По формуле полной вероятности  

 )/()()/()()/()()( 332211 HAPHPHAPHPHAPHPAP  

.91,092,05,088,04,098,01,0   

Формула Байеса 

Пусть событие A  уже произошло. Требуется количественно переоценить 

вероятности гипотез и выяснить, какая из них привела к реализации события A . 

В такой ситуации требуется подсчитать условные послеопытные (апостериор-

ные) вероятности по формуле 

nk
AP

HAPHP
AHP kk

k ,1,
)(

)/()(
)/(  . 

Пример. В условиях предыдущего примера проданный телевизор потребо-

вал ремонта в течение гарантийного срока. От какого поставщика вероятнее 

всего поступил этот телевизор? 

Решение. Событие {A телевизор потребует ремонта в течение гарантий-

ного срока}, 09,091,01)( AP . По условию 02,098,01)/( 1 HAP , 

12,088,01)/( 2 HAP , 08,092,01)/( 3 HAP .  

Тогда по формуле Байеса  

022,0
09,0

02,01,0

)(

)/()(
)/( 11

1 



AP

HAPHP
AHP ,  

533,0
09,0

12,04,0

)(

)/()(
)/( 22

2 



AP

HAPHP
AHP , 

444,0
09,0

08,05,0

)(

)/()(
)/( 33

3 



AP

HAPHP
AHP . 

Таким образом, после наступления события A  вероятность гипотезы 2H  

увеличилась с 0,4 до максимальной 0,533, а гипотезы 3H  уменьшилась от мак-

симальной 0,5 до 0,444. Если ранее (до наступления события A ) наиболее веро-
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ятной была гипотеза 3H , то теперь в свете новой информации (наступления со-

бытия A ), наиболее вероятна гипотеза 2H , т.е. вероятнее всего поступление дан-

ного телевизора от 2-го поставщика. 

3.1.21. Примеры решения задач по теме 

«Формула полной вероятности. Формула Байеса» 

1. В ящике лежат 20 теннисных мячей, в том числе 15 новых и 5 играных. 

Для игры выбираются 2 мяча и после игры возвращаются обратно. Затем для 

второй игры также наудачу извлекаются еще два мяча. Найти вероятность того, 

что вторая игра будет проводиться новыми мячами. 

Решение. Обозначим событие {A вторая игра будет проводиться новыми 

мячами}. Сформулируем гипотезы:  

1H  = {для первой игры взяли 2 новых мяча},  

2H  = {для первой игры взяли 2 старых мяча},  

3H  = {для первой игры взяли 1 новый и 1 старый мячи}.  

Найдем вероятности гипотез по классическому определению, для вычис-

ления количества благоприятных и всевозможных исходов будем использовать 

сочетания, поскольку порядок мячей в выборке не имеет значения, 

190

105
)(

2
20

2
15

1 
С

С
HP , 

190

10
)(

2
20

2
5

2 
С

С
HP , 

190

75
)(

2
20

1
5

1
15

3 



С

СС
HP . 

Контроль: 



3

1

1)(
i

iHP .  

Условные вероятности также найдем по классическому определению с ис-

пользованием сочетаний:  

190

78

190
)/(

2
13

1 
С

HAP , 
190

105

190
)/(

2
15

2 
С

HAP , 
190

91

190
)/(

2
14

3 
С

HAP . 

По формуле полной вероятности получим: 

44,0
190

16065
)/()()/()()/()()(

2332211  HAPHPHAPHPHAPHPAP . 

2. Для проверки усвоения лекционного материала в студенческой группе 

был случайным образом выбран студент, и ему был предложен тест по теме лек-

ции. В этой студенческой группе 6 отличников, 7 хороших студентов и 3 средних 

студента (по результатам прошедшей сессии). Было известно, что отличник 

справляется с тестом с вероятностью 0,85, хороший студент справляется с тестом 

с вероятностью 0,6, а средний студент справляется с тестом с вероятностью 0,3. 

Вычислить: а) априорную вероятность того, что был протестирован хороший 

студент; в) вероятность того, что студент не справился с тестом; с) вероятность 

того, что был выбран хороший студент, если известно, что студент с тестом не 

справился. 
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Решение. 

а) Эту вероятность можно найти по классическому определению, разделив 

количество хороших студентов на общее количество студентов, получится  

4375,0
16

7
 ;    

в) Обозначим событие {A студент не справился с тестом} .  

Сформулируем гипотезы: 

1H  = {выбран отличник},  

2H  = {выбран хороший студент},  

3H  = {выбран средний студент}.  

Найдем вероятности гипотез: 
16

6
)( 1 HP , 

16

7
)( 2 HP , 

16

3
)( 3 HP .  

Контроль: 



3

1

1)(
i

iHP .  

Условные вероятности: 15,085,01)/( 1 HAP , 4,06,01)/( 2 HAP , 

7,03,01)/( 3 HAP .  

По формуле полной вероятности получим: 

3625,0)/()()/()()/()()( 332211  HAPHPHAPHPHAPHPAP . 

с) Теперь нужно по формуле Байеса переоценить вероятность второй гипо-

тезы: 

.482759,0
3625,0

4,04375,0

)(

)/()(
)/( 22

2 



AP

HAPHP
AHP  

3. В первой урне 2 белых и 6 черных шаров, во второй – 4 белых и 2 черных. 

Из первой урны наудачу переложили 2 шара во вторую, после чего из второй 

урны наудачу достали один шар. а) Какова вероятность того, что этот шар бе-

лый? б) Шар, взятый из второй урны, оказался белым. Какова вероятность того, 

что из первой урны во вторую были переложены 2 белых шара? 

Решение. 

а) Обозначим событие {A из второй урны достали белый шар} .  

Сформулируем гипотезы:  

1H  = {из первой урны во вторую переложили 2 белых},  

2H  = {из первой во вторую переложили 2 черных},  

3H  = {из первой во вторую переложили 1 белый и 1 черный}.  

Найдем вероятности гипотез по классическому определению с использо-

ванием сочетаний 

28

1
)(

2
8

2
2

1 
С

С
HP , 

28

15
)(

2
8

2
6

2 
С

С
HP , 

28

12
)(

2
8

1
6

1
2

3 



С

СС
HP . 
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Контроль: 



3

1

1)(
i

iHP .  

Условные вероятности: 
8

6
)/( 1 HAP , 

8

4
)/( 2 HAP , 

8

5
)/( 3 HAP .  

По формуле полной вероятности получим: 

5625,0
828

60606
)/()()/()()/()()( 332211 




 HAPHPHAPHPHAPHPAP . 

в) Теперь нужно по формуле Байеса переоценить вероятность первой ги-

потезы: 

.0476188,0
5625,0

75,00357142,0

)(

)/()(
)/( 11

1 



AP

HAPHP
AHP  

4. Автомашина используется для подвозки товаров в три магазина. В пер-

вом магазине разгрузка выполняется в течение 30 минут с вероятностью 0,77, во 

втором – 0,67 и в третьем – 0,62. На базу сообщили, что машина разгружена за 

30 минут. Определить вероятность того, что это произошло в первом магазине. 

Решение. Обозначим событие {A машина разгружена за 30 минут} .  

Сформулируем гипотезы:  

1H  = {в первом магазине},  

2H  = {во втором магазине},  

3H  = {в третьем магазине}.  

Вероятности гипотез равны, поскольку гипотезы равновозможны, то 

3

1
)( 1 HP , 

3

1
)( 2 HP , 

3

1
)( 3 HP . 

Контроль: 



3

1

1)(
i

iHP .  

Условные вероятности: 77,0)/( 1 HAP , 67,0)/( 2 HAP , 62,0)/( 3 HAP . 

По формуле полной вероятности получим: 

69,0
3

62,067,077,0
)( 


AP . 

Теперь нужно по формуле Байеса переоценить вероятность первой гипо-

тезы: 

.37,0
69,0

77,033,0

)(

)/()(
)/( 11

1 



AP

HAPHP
AHP  

5. В данный район изделия поставляются тремя фирмами в соотношении 

5 : 8 : 7. Среди продукции первой фирмы стандартные изделия составляют 90 %, 

второй – 85 %, третьей – 75 %. Найти вероятность того, что: а) приобретенное 

изделие окажется нестандартным; б) приобретенное изделие оказалось стандарт-

ным. Какова вероятность того, что оно изготовлено третьей фирмой?  
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Решение. 

а) Обозначим событие {A приобретенное изделие окажется нестандарт-

ным}. Сформулируем гипотезы:  

1H  = {изделие поставлено первой фирмой},  

2H  = {изделие поставлено второй фирмой},  

3H  = {изделие поставлено третьей фирмой}.  

Найдем вероятности гипотез: 

20

5
)( 1 HP , 

20

8
)( 2 HP , 

20

7
)( 3 HP . 

Контроль: 



3

1

1)(
i

iHP .  

Условные вероятности: 1,09,01)/( 1 HAP , 15,085,01)/( 2 HAP , 

25,075,01)/( 3 HAP .  

По формуле полной вероятности получим:  

1725,0
20

25,0715,081,05
)( 


AP . 

б) Событие {A приобретенное изделие окажется стандартным} , по след-

ствию из теоремы сложения вероятностей, .8275,0)(1)(  APAP  Теперь 

нужно по формуле Байеса переоценить вероятность третьей гипотезы: 

.32,0
8275,0

75,035,0

)(

)/()(
)/( 33

3 



AP

HAPHP
AHP  

3.1.22. Задачи по теме «Формула полной вероятности. Формула Байеса» 

для самостоятельного решения 

1. Вероятность изготовления изделия с браком на данном предприятии 

равна 0,04. Перед выпуском изделие подвергается упрощенной проверке, кото-

рая в случае бездефектного изделия пропускает его с вероятностью 0,96, а в слу-

чае изделия с дефектом – с вероятностью 0,05. Определить: а) какая часть изго-

товленных изделий выходит с предприятия? б) какова вероятность того, что из-

делие, выдержавшее упрощенную проверку, бракованное? 

2. В двух цехах производится однотипная продукция. Производительность 

первого цеха вдвое выше, чем производительность второго цеха. Изделия выс-

шего качества составляют в среднем для первого цеха 95 %, для второго цеха – 

90 %. Из общей продукции этих цехов наугад берется одно изделие. Найти веро-

ятность того, что оно окажется изделием высшего качества. Какова вероятность 

того, что выбранное изделие изготовлено во втором цехе, если известно, что оно 

оказалось изделием высшего качества? 

3. Один из трех стрелков вызывается на линию огня и производит два вы-

стрела. Вероятность попадания в мишень при одном выстреле для первого 
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стрелка равна 0,3, для второго – 0,5, для третьего – 0,8. Мишень не поражена. 

Найти вероятность того, что выстрелы произведены первым стрелком. 

4. Легковых автомобилей у бензоколонки проезжает вчетверо больше, чем 

грузовых машин. Вероятность того, что проезжающая автомашина подъедет на 

заправку, составляет для грузовой машины 0,05, для легковой – 0,15. а) К месту, 

где расположена бензоколонка, приближается какая-то машина. Чему равна ве-

роятность того, что она подъедет на заправку? б) Только что от бензоколонки 

отъехала заправленная машина. Какова вероятность того, что это был грузовик? 

5. На предприятии 96 % выпускаемой продукции удовлетворяет стан-

дарту. Используемая схема контроля качества признает пригодной стандарт-

ную продукцию с вероятностью 0,98 и нестандартную с вероятностью 0,05. 

Какова вероятность того, что изделие, признанное пригодным, действительно 

является таковым? 

6. Студент знает только 10 из 25 экзаменационных билетов. В каком случаи 

его шансы получить знакомый билет выше: когда он подходит первым или вто-

рым по счету? 

7. Два охотника одновременно стреляют в цель. Известно, что вероятность 

попадания у первого охотника равна 0,2, а у второго 0,6. В результате первого 

выстрела оказалось одно попадание. Чему равна вероятность того, что промах-

нулся первый охотник? 

 

Ответы: 1. а) 0,9428; б) 0,0021. 2. 
15

14
)( AP , .

28

9
)/( 2 AHP

  
3. 0,628. 4. а) 

0,13, б) .
13

1

  
5. 0,9979. 6. одинаковы. 7. .

7

6
 

3.1.23. Решение тестовых заданий по теме 

«Формула полной вероятности. Формула Байеса» 

1. Банк выдает 44 % всех кредитов юридическим лицам, а 56 % – физиче-

ским лицам. Вероятность того, что юридическое лицо не погасит в срок кредит, 

равна 0,2; а для физического лица эта вероятность составляет 0,1. Тогда вероят-

ность того, что очередной кредит будет погашен в срок, равна…

    1) 0,856; 

      2) 0,144; 

      3) 0,85; 

      4) 0,866. 

Решение. Для вычисления вероятности события A = {выданный кредит бу-

дет погашен в срок} применим формулу полной вероятности: 

)/()()/()()( 2211 HAPHPHAPHPAP  . 

Здесь )( 1HP  – вероятность того, что кредит был выдан юридическому 

лицу; )( 2HP  – вероятность того, что кредит был выдан физическому лицу;

)/( 1HAP  – условная вероятность того, что кредит будет погашен в срок, если он 
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был выдан юридическому лицу; )/( 2HAP  – условная вероятность того, что кре-

дит будет погашен в срок, если он был выдан физическому лицу.  

Тогда по формуле полной вероятности получим: 

.856,09,0
100

56
8,0

100

44
)( AP  

2. Имеются три урны, содержащие по 5 белых и 5 черных шаров, и семь 

урн, содержащих по 6 белых и 4 черных шара. Из наудачу взятой урны вытаски-

вается один шар. Тогда вероятность того, что этот шар белый, равна… 

   1) 0,57; 

     2) 0,43; 

     3) 0,55; 

     4) 0,53. 

Решение. Для вычисления вероятности события A = {вынутый наудачу шар – 

белый} применим формулу полной вероятности:  

)/()()/()()( 2211 HAPHPHAPHPAP  . 

Здесь )( 1HP  – вероятность того, что шар извлечен из первой серии урн; 

)( 2HP  – вероятность того, что шар извлечен из второй серии урн; )/( 1HAP – 

условная вероятность того, что вынутый шар белый, если из он извлечен из пер-

вой серии урн; )/( 2HAP  – условная вероятность того, что вынутый шар белый, 

если из он извлечен из второй серии урн. Тогда по формуле полной вероятности 

получим:  

.57,0
10

6

10

7

10

5

10

3
)( AP  

3. В первой урне 3 черных шара и 7 белых шаров. Во второй урне 4 белых 

шара и 6 черных. Из наудачу взятой урны вынули один шар, который оказался 

черным. Тогда вероятность того, что этот шар вынули из второй урны, равна… 

 1) 
3

2
;    

 2) 
3

1
;   

 3) 
5

3
;   

 4) 
10

3
.      

Решение. Предварительно вычислим вероятность события A = {вынутый 

наудачу шар – черный} по формуле полной вероятности:  

)/()()/()()( 2211 HAPHPHAPHPAP  . 
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Здесь )( 1HP  – вероятность того, что шар извлечен из первой урны; )( 2HP  – 

вероятность того, что шар извлечен из второй урны; )/( 1HAP  – условная веро-

ятность того, что вынутый шар черный, если он извлечен из первой урны; 

)/( 2HAP  – условная вероятность того, что вынутый шар черный, если он извле-

чен из второй урны. 

Тогда .45,0
10

6

2

1

10

3

2

1
)( AP   

Теперь вычислим условную вероятность того, что этот шар был извлечен 

из второй урны, по формуле Байеса: 

.
3

2

45,0

6,05,0

)(

)/()(
)/( 22

2 



AP

HAPHP
AHP  

4. Банк выдает 40 % всех кредитов юридическим лицам, а 60 % – физиче-

ским лицам. Вероятность того, что юридическое лицо не погасит в срок кредит, 

равна 0,1; а для физического лица эта вероятность составляет 0,05. Получено со-

общение о невозврате кредита. Тогда вероятность того, что этот кредит не пога-

сило физическое лицо, равна… 

   1) 
7

3
;    

     2) 
7

4
;   

     3) 
100

7
;  

     4) 
100

5
.     

Решение. Предварительно вычислим вероятность события A = {выданный 

кредит не будет погашен в срок} по формуле полной вероятности:  

)/()()/()()( 2211 HAPHPHAPHPAP  . 

Здесь )( 1HP  – вероятность того, что кредит был выдан юридическому 

лицу; )( 2HP  – вероятность того, что кредит был выдан физическому лицу; 

)/( 1HAP  – условная вероятность того, что кредит не будет погашен в срок, если 

он был выдан юридическому лицу; )/( 2HAP  – условная вероятность того, что 

кредит не будет погашен в срок, если он был выдан физическому лицу.  

Тогда .07,005,0
100

60
1,0

100

40
)( AP  

Теперь вычислим условную вероятность того, что этот кредит не погасило 

физическое лицо, по формуле Байеса: 

.
7

3

07,0

05,06,0

)(

)/()(
)/( 22

2 



AP

HAPHP
AHP  
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5. В первой урне 6 черных шаров и 4 белых шара. Во второй урне 2 белых 

и 8 черных шаров. Из наудачу взятой урны вынули один шар, который оказался 

белым. Тогда вероятность того, что этот шар вынули из первой урны, равна… 

   1) 
3

2
;    

     2) 
3

1
;   

     3) 
5

1
;   

     4) 
5

2
.      

Решение. Предварительно вычислим вероятность события A = {вынутый 

наудачу шар – белый} по формуле полной вероятности: 

)/()()/()()( 2211 HAPHPHAPHPAP  . 

Здесь )( 1HP  – вероятность того, что шар извлечен из первой урны; )( 2HP  – 

вероятность того, что шар извлечен из второй урны; )/( 1HAP  – условная веро-

ятность того, что вынутый шар белый, если он извлечен из первой урны; 

)/( 2HAP  – условная вероятность того, что вынутый шар белый, если он извле-

чен из второй урны. 

Тогда .3,0
10

2

2

1

10

4

2

1
)( AP   

Теперь вычислим условную вероятность того, что этот шар был извлечен 

из первой урны, по формуле Байеса:  

.
3

2

3,0

4,05,0

)(

)/()(
)/( 11

1 



AP

HAPHP
AHP  

6. Банк выдает 35 % всех кредитов юридическим лицам, а 65 % – физиче-

ским лицам. Вероятность того, что юридическое лицо не погасит в срок кредит, 

равна 0,15; а для физического лица эта вероятность составляет 0,1. Тогда вероят-

ность непогашения в срок очередного кредита равна… 

    1) 0,1175; 

      2) 0,125; 

      3) 0,8825; 

      4) 0,1275. 

7. Имеются четыре урны, содержащие по 3 белых и 7 черных шаров, и 

шесть урн, содержащих по 8 белых и 2 черных шара. Из наудачу взятой урны 

вытаскивается один шар, который оказался белым. Тогда вероятность того, что 

этот шар был вынут из первой серии урн, равна… 

    1) 0,20; 

      2) 0,80; 
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      3) 0,72; 

      4) 0,40. 

8. В первой урне 3 черных шара и 7 белых. Во второй урне 4 белых шара и 

5 черных. Из первой урны переложили один шар во вторую урну. Тогда вероят-

ность того, что шар, вынутый наудачу из второй урны, будет белым, равна… 

    1) 0,47; 

      2) 0,55; 

      3) 0,35; 

      4) 0,50. 

9. В первой урне 5 черных и 6 белых шаров. Во второй урне 3 белых шара и 

6 черных шаров. Из первой урны переложили один шар во вторую урну. Тогда ве-

роятность того, что шар, вынутый наудачу из второй урны, будет черным, равна… 

   1) 
110

71
;    

     2) 
110

39
;   

     3) 
110

35
;   

     4) 
110

36
.      

10. Банк выдает 70 % всех кредитов юридическим лицам, а 30 % – физиче-

ским лицам. Вероятность того, что юридическое лицо не погасит в срок кредит, 

равна 0,15; а для физического лица эта вероятность составляет 0,05. Получено 

сообщение о невозврате кредита. Тогда вероятность того, что этот кредит не по-

гасило юридическое лицо, равна… 

    1) 0,875; 

      2) 0,125; 

      3) 0,105; 

      4) 0,375. 

 

Ответы: 6. 1). 7. 1). 8. 1). 9. 1). 10. 1). 

3.1.24. Схема последовательных независимых испытаний. 

Формула Бернулли 

Пусть проводятся последовательные независимые испытания, в каждом из 

которых может произойти событие {A успех} или {A неуспех} . Пусть 

,)( pAP  qpAP 1)( . Такая последовательность испытаний называется 

схемой Бернулли. Вероятность того, что в n  испытаниях событие {A успех}  

произойдет ровно m  раз, обозначается )(mPn  и определяется по формуле Бер-

нулли: 
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nmqpСmP mnmm
nn ,0,)(   . 

Так как исходы испытаний составляют полную группу событий, то 





n

m
n mP

0

1)( . 

Наивероятнейшим числом 0m  появления события A  в n  испытаниях назы-

вается число, для которого вероятность )( 0mPn  не меньше вероятностей других 

испытаний.  

Наивероятнейшее значение  ,0 pnpm   где [] – целая часть числа, если 

 pnp  нецелое число, если  pnp  целое число, то наибольшее значение ве-

роятности достигается при двух числах pnpm 


0  и 10 


pnpm .  

Также наивероятнейшее число испытаний можно найти из неравенства  

pnpmqnp  0 . 

Пример. Вероятность изготовления на автоматическом станке стандартной 

детали равна 0,8. Найти вероятность того, что среди 5 отобранных деталей ока-

жется 3 бракованных. 

Решение. Событие {A изготовление бракованной детали} , {A изготов-

ление стандартной детали}, 2,08,01)(  pAP , 8,01)(  qpAP . Коли-

чество испытаний n  = 5, m  = 3. Тогда по формуле Бернулли получим: 

0512,08,02,0)3( 233
55 СP . 

Пример. Сколько раз необходимо подбросить игральную кость, чтобы 

наивероятнейшее выпадение тройки было равно 10.  

Решение. Событие {A выпадение 3} , {A выпадение числа, не равного 

3}, 
6

1
p , 

6

5
q . Количество испытаний n  неизвестно, 30 m . Согласно не-

равенству 
6

1

6

1
10

6

5

6

1
 nn  или 1605  nn , откуда 6559  n , т.е. 

кость необходимо подбросить от 59 до 65 раз включительно. 

3.1.25. Примеры решения задач по теме 

«Схема последовательных независимых испытаний. Формула Бернулли» 

1. Бросают 5 игральных костей. Чему равна вероятность того, что из пяти 

выпавших цифр одна – четная, а остальные – нечетные? 

Решение. Событие {A выпадет четная цифра}, {A выпадет нечетная 

цифра}, 
2

1
)(  pAP , 

2

1
1)(  qpAP . Количество испытаний n =5, m=1. 

Тогда по формуле Бернулли получим: 

32

5

2

5

2

1

2

1
)1(

5

41
1
55 
















СP . 
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2. Вероятность появления успеха равна 3/5. Найти наивероятнейшее число 

наступлений успеха, если число испытаний равно 19. 

Решение. Событие {A успех}, {A неуспех}, 
5

3
p , 

5

2
q .  

Количество испытаний 19n , необходимо найти 0m . 

Согласно неравенству pnpmqnp  0  имеем 
5

3

5

3
19

5

2

5

3
19 0  m , 

откуда 1211 0 m , т.е. 12,11 00 





mm . 

3. В среднем 20 % пакетов акций на аукционах продаются по первона-

чально заявленной цене. Найти вероятность того, что из 9 пакетов акций в ре-

зультате торгов по первоначально заявленной цене: 1) не будут проданы 5 паке-

тов; 2) будет продано: а) менее 2 пакетов, б) не более 2 пакетов, в) хотя бы 2 

пакета, г) наивероятнейшее число пакетов. 

Решение. 

1) Событие {A пакеты не проданы по первоначально заявленной цене} , 

8,02,01 p , 2,0q . Количество испытаний n = 9, m  = 5. Тогда по формуле 

Бернулли получим:     066,02,08,0)5(
455

99 СP ; 

2) Событие {A пакеты проданы по первоначально заявленной цене} , 

2,0p , 8,0q .  

а) количество испытаний 9n , 2m  Тогда  )1()0()2( 999 PPmР  

        436,08,02,08,02,0
811

9
900

9  CС ; 

б) количество испытаний n = 9, 2m . Тогда  )2()1()0()2( 9999 PPPmР  

            738,08,02,08,02,08,02,0
722

9
811

9
900

9  CCС ; 

в) количество испытаний 9n , 2m . Тогда  )9()2()2( 999 PPmР   

= 564,0436,01)2(1 9  mP ; 

г) согласно неравенству pnpmqnp  0  или 

2,02,098,02,09 0  m , откуда 21 0 m , т.е. 2,1 00 





mm . Вероят-

ность наивероятнейшего числа пакетов 604,0)2()1( 99  PP . 

3.1.26. Задачи по теме «Схема последовательных независимых испытаний. 

Формула Бернулли» для самостоятельного решения 

1. Найти наивероятнейшее число наступления ясных дней в течение пер-

вой декады сентября, если из многолетних наблюдений известно, что в сентябре 

в среднем бывает 11 ненастных дней. 

2. Приняв вероятность рождения мальчика равной 0,515, найти вероят-

ность того, что среди 10 новорожденных 4 девочки. 

3. Сколько следует сыграть партий в шахматы с вероятностью победы в 

одной партии, равной 1/3, чтобы наивероятнейшее число побед было равно 5? 

4. Вероятность попадания в цель при одном выстреле равна 0,6. Какова ве-

роятность того, что 8 выстрелов дадут 5 попаданий? 
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5. Какова вероятность того, что при бросании семи игральных костей ше-

стерка выпадет трижды? 

6. Перерасход горючего в течение рабочего дня наблюдается в среднем по 

парку у 20 % машин. Найдите вероятность того, что из десяти вышедших на ли-

нию машин перерасход горючего произойдет не менее чем у трех машин. 

7. Вероятность попадания стрелка в десятку равна 0,7, в девятку – 0,3. Чему 

равна вероятность того, что при трех выстрелах стрелок наберет не менее 29 очков? 

 

Ответы: 1. 6. 2. 0,217. 3. 15-17. 4. 0,28. 5. 0,078. 6. 0,32. 7. 0,784.   

3.2. Случайные величины 

 Переменная величина называется случайной, если под влиянием ряда слу-

чайных причин она в общем случае с различными вероятностями способна при-

нимать различные числовые значения. Случайные величины обозначают заглав-

ными латинскими буквами ,,, ZYX , а их значения – соответствующими строч-

ными буквами ,,, zyx  Множество значений, которые способна принимать слу-

чайная величина, называется спектром. В зависимости от спектра случайные ве-

личины разделяют на дискретные и непрерывные. 

3.2.1. Дискретные случайные величины 

Случайная величина дискретного типа, если ее спектр содержит конечное 

или счетное множество чисел. То есть значения величины можно занумеровать, 

и эти значения изолированы друг от друга. Дискретная случайная величина X  

может быть задана рядом распределения или функцией распределения. 

Ряд распределения может быть задан в виде таблицы, где ix  возможные 

значения случайной величины, ip  соответствующие вероятности, 



n

i
ip

1

1 . 

ix  1x  2x  ……….. nx  

ip  1p  2p  ………… np  

 

Функция распределения определяется равенством }{)( xXPxF  , для 

дискретной случайной величины определяется по формуле 



xx

i

i

pxF )( . В ана-

литической форме функция распределения имеет вид 






















 


.,1

..................

,,

,,

,,0

)( 3221

211

1

n

xx
i

xx

xxxpp

xxxp

xx

pxF

i

 

Кроме ряда распределения и функции распределения информацию о слу-

чайной величине несут числовые характеристики. К числовым характеристикам 
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относятся: математическое ожидание, мода, диспепсия, среднее квадратическое 

отклонение. 

Математическим ожиданием (средним значением) дискретной случай-

ной величины называется сумма произведений значений на соответствующие ве-

роятности   





n

i
ii pxMX

1

. 

Математическое ожидание обладает следующими свойствами: 

1. ,)( CCM   где constC  . 

2. ,)( MXCCXM   где constC  . 

3. ,)( MYMXYXM   где YX , случайные величины. 

Две случайные величины называются взаимно независимыми, если закон 

распределения одной из них не зависит от того, какие возможные значения при-

няла другая величина. В противном случае случайные величины – зависимые. 

4. ,)( MYMXYXM   где YX , независимые случайные величины. 

Мода дискретной случайной величины определяется как наиболее вероят-

ное значение }{max}{ mod i
i

xXPxXP  . 

Дисперсия случайной величины определяет меру разброса или рассеяния 

значений вокруг среднего 22 )(MXMXDX  . Для дискретной случайной вели-

чины с конечным спектром дисперсия определяется по формуле  

2

1

2 )(MXpxDX
n

i
ii 



. 

Дисперсия обладает следующими свойствами: 

1. ,0)( CD  где constC  . 

2. ,)( 2 DXCCXD   где constC  . 

3. ,)( DYDXYXD   где YX , независимые случайные величины. 

Средним квадратическим отклонением (стандартным отклонением) назы-

вают число DXX  , имеющее размерность самой величины X . 

Пример. Вероятности того, что студент сдаст семестровый экзамен по дис-

циплинам А и В, равны соответственно 0,7 и 0,9. Составить закон распределения 

и найти математическое ожидание числа семестровых экзаменов, которые сдаст 

студент. 

Решение. Случайная величина X  число семестровых экзаменов, которые 

сдаст студент. Возможные значения случайной величины X  0, 1, 2. Определим 

вероятности каждого значения (для вычисления вероятностей используется тео-

рема сложения и умножения вероятностей):  

03,01,03,0}0{1  XPp ,  

34,09,03,01,07,0}1{2  XPp ,  

63,09,07,0}2{3  XPp .  

Итак, ряд распределения имеет следующий вид: 
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X :   

 

 

Контроль: 0,03 + 0,34 + 0,63 = 1.  

Найдем математическое ожидание случайной величины X : 

6,163,0234,0103,00 MX  – среднее число экзаменов. 

3.2.2. Примеры решения задач по теме «Дискретные случайные величины» 

1. На новогодней елке погасла гирлянда, состоящая из 15 лампочек. Для 

отыскания перегоревшей лапочки проверяются по очереди все лампочки гир-

лянды. Сколько в среднем лампочек придется проверить, чтобы обнаружить пе-

регоревшую лампочку? Какова вероятность того, что для обнаружения перего-

ревшей лампочки придется проверить не менее половины всех лампочек? 

Решение. Случайная величина X  число проверяемых лампочек. Воз-

можные значения случайной величины X  1, 2, ..., 15. Так как все лампочки 

одинаковы, то вероятности перегореть у них одинаковые, т.е.  

15

1
}1{1  XPp , 

15

1
}2{2  XPp , …..

15

1
}15{15  XPp . 

Итак, ряд распределения имеет следующий вид: 

 

    X :   

 

  

 

Найдем математическое ожидание: 8
15

120
)15321(

15

1
 MX – 

среднее количество проверяемых лампочек. 

Вероятность того, что придется проверить не менее половины вех лампочек: 

15

8

15

1

15

1
}{}8{

8

15

8

 
 



раз

m

mXPXP . 

2. Трое студентов сдают экзамен по математике на отлично (независимо 

друг от друга) с вероятностями 0,9, 0,8 и 0,7 соответственно. Пусть X  общее 

число полученных ими отличных оценок. Вычислить MX и DX . 

Решение. Случайная величина X  общее число полученных отличных 

оценок. Возможные значения случайной величины X  0, 1, 2, 3. Определим ве-

роятности каждого значения по теореме умножения и сложения вероятностей: 

006,03,02,01,0}0{1  XPp ,  

,092,07,02,01,03,08,01,03,02,09,0}1{2  XPp  

,398,07,02,09,07,08,01,03,08,09,0}2{3  XPp   

ix  0 1 2 

ip  0,03 0,34 0,63 

ix  1 …….. 15 

ip  

15

1
 

………. 

15

1
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.504,07,08,09,0}3{4  XPp  

Итак, ряд распределения имеет следующий вид: 

 

    X :   

 

  

Контроль: 0,006 + 0,092 + 0,398 + 0,504 = 1.  

Найдем математическое ожидание: 

4,2504,03398,02092,01 MX , 

дисперсию: 




2

1

2 )(MXpxDX
n

i
ii 46,0)4,2(504,09398,04092,01 2  . 

3. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение дискретной слу-

чайной величины X , заданной законом распределения: 

 

ix  –4 3 4 5 8 

ip  0,2 0,1 0,2 0,1 0,4 

 

Решение. Для того чтобы определить дисперсию, нужно знать математиче-

ское ожидание. 

Найдем математическое ожидание: 

1,052,041,032,04 MX ,44,08   

дисперсию: 

252,0161,092,016)( 2

1

2 


MXpxDX
n

i
ii 4,1944,0641,0 2  , 

среднее квадратическое отклонение: 

404,44,19  DXX . 

4. Математическое ожидание случайной величины X  равно 4 . Найти ма-

тематическое ожидание случайной величины 92  XZ . 

Решение. Для решения этой задачи используем свойства математического 

ожидания, т.е. 1942)9(2)92(  MMXXMMZ . 

5. В урне 6 белых и 4 черных шара. Из нее пять раз подряд извлекают шар, 

причем каждый раз вынутый шар возвращают обратно и шары перемешивают. 

Приняв за случайную величину X  число извлеченных белых шаров, составить 

закон распределения этой величины, определить ее математическое ожидание и 

дисперсию. 

ix  0 1 2 3 

ip  0,006 0,092 0,398 0,504 
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Решение. Случайная величина X  число извлеченных белых шаров. Воз-

можные значения случайной величины X  0, 1, 2, 3, 4, 5. Определим вероятно-

сти каждого значения по формуле Бернулли, поскольку здесь работает схема по-

следовательных независимых испытаний, когда ,6,0p  ,4,0q  ,5n  5,0m : 

,01024,0)4,0()6,0(}0{ 500
51  CXPp  

,0768,0)4,0()6,0(}1{ 411
52  CXPp  

,2304,0)4,0()6,0(}2{ 322
53  CXPp   

,3456,0)4,0()6,0(}3{ 233
54  CXPp  

,2592,0)4,0()6,0(}4{ 144
55  CXPp  

.07776,0)4,0()6,0(}5{ 055
56  CXPp  

Итак, ряд распределения величины X  имеет следующий вид: 

 

Контроль: 0,011024 + 0,0768 + 0,2304 + 0,3456 + 0,2592 + 0,07776 = 1.  

Найдем математическое ожидание:  3456,032304,020768,01MX  

307776,052592,04  , дисперсию: 


0768,01)( 2

1

2 MXpxDX
n

i
ii

2,1)3(07776,0252592,0163456,092304,04 2  . 

3.2.3. Задачи по теме «Дискретные случайные величины» 

для самостоятельного решения 

1. Из колоды карт (52 листа) наугад без возвращения достают по одной 

карте до тех пор, пока не попадется дама пик. Сколько в среднем карт придется 

извлечь из колоды? Какова вероятность того, что доставать потребуется более 

половины всех карт? 

2. Три стрелка произвели по одному выстрелу в мишень. Вероятность по-

падания в нее первым стрелком равна 0,5; вторым – 0,4; третьим – 0.7. Составить 

закон распределения числа попаданий в мишень. Вычислить математическое 

ожидание и дисперсию. 

3. В связке из 3 ключей только один ключ подходит к двери. Ключи пере-

бирают до тех пор, пока не отыщется подходящий ключ. Построить закон рас-

пределения для случайной величины X – числа перепробованных ключей. 

4. Пусть случайная величина X  имеет следующий закон распределения: 

 

ix  –1 0 2 

ip  1/4 1/4 1/2 

 

Вычислить математическое ожидание, дисперсию и среднеквадратическое 

отклонение. 

ix  0 1 2 3 4 5 

ip  0,01024 0,0768 0,2304 0,3456 0,2592 0,07776 
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5. Дисперсия случайной величины X  равна 5 . Найти дисперсию случай-

ной величины XZ 23 . 

6. Дискретная случайная величина X  задана законом распределения веро-

ятностей: 

ix  1 3 

ip  0,2 0,8 

 

Найти ее среднее квадратическое отклонение. 

7. Дискретная случайная величина X  задана законом распределения веро-

ятностей: 

 

ix  –2 4 7 

ip  0,1 0,5 0,4 

 

Найти ее математическое ожидание. 

8. Математическое ожидание дискретной случайной величины X , задан-

ной законом распределения вероятностей: 

 

ix  3 5 

ip  1p  2p  

 

равно 4,4. Найти вероятность 2p . 

9. Дисперсия дискретной случайной величины X , заданной законом рас-

пределения вероятностей: 

 

ix  1 2x  

ip  0,4 0,6 

 

равна 0,06. Найти значение 12 x . 

10. Дискретная случайная величина X задана законом распределения веро-

ятностей: 

 

ix  –1 5 

ip  0,3 0,7 

 

 

Ответы: 1. 
2

53
; 

2

1
. 2. ,6,1MX 7,0DX . 3. 

 

4. 4/1MX , 16/19DX , 4/19X . 5. 20. 6. 0,8. 7. 4,6. 8. 0,7. 9. 1,5. 10. 7,56. 

ix  1 2 3 

ip  1/3 1/3 1/3 
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3.2.4. Решение тестовых заданий по теме 

«Дискретные случайные величины» 

1. Дискретная случайная величина X задана законом распределения веро-

ятностей: 

 

ix  1 4 6 

ip  0,25 0,2 0,55 

 

Тогда ее функция распределения вероятностей имеет вид 

 1)  

 

 2)  

 

   3)  

  

  4)  

  

Решение. Функция распределения определяется по формуле 

}{)( xXPxF   



xx

i

i

p . 

Тогда 

а) при ,0)1{)(,1  XPxFx  

б) при  ,25,0}1{)(,41  XPxFx  

в) при  ,45,02,025,0}4{}1{)(,64  XPXPxFx  

г) при .155,02,025,0}6{}4{}1{)(,6  XPXPXPxFx  
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Следовательно, 























.6,1

,64,45,0

,41,25,0

,1,0

)(

x

x

x

x

xF   

 

2. Дискретная случайная величина X задана функцией распределения ве-

роятностей: 

 
Тогда вероятность }52{  XP  равна: 

    1) 0,54; 

      2) 0,38; 

      3) 0,70; 

      4) 0,86. 

Решение. Так как по определению 

}{)( xXPxF  



xx

i

i

p , 

то случайную величину X  можно задать законом распределения вероятностей 

следующего вида: 

 

ix  1 2 3 5 

ip  0,14 0,16 0,38 0,32 

 

Следовательно, .54,038,016,0}3{}2{}52{  XPXPXP  

3. Дискретная случайная величина X задана законом распределения веро-

ятностей: 

 

ix  1 2 3 4 5 

ip  0,15 a  b  0,1 0,2 

 

Тогда значения a  и b  могут быть равны: 

   1) 2,0,35,0  ba ;  

   2) 2,0,25,0  ba ; 

   3) ;15,0,35,0  ba  

   4) .3,0,35,0  ba   
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Решение. Так как сумма вероятностей возможных значений X  равна 1, то 

55,02,01,015,01  ba . Этому условию удовлетворяет ответ 

.2,0,35,0  ba  

4. Для дискретной случайной величины X  

 

ix  2 3 4 5 

ip  1p  2p  3p  4p  

 

функция распределения вероятностей имеет вид 

 
Тогда значение параметра p  может быть равно: 

   1) 0,655; 

     2) 1; 

     3) 0,25; 

     4) 0,45. 

Решение. По определению 

}{)( xXPxF  



xx

i

i

p . 

Следовательно, 55,0p  и 1p . Этим условиям удовлетворяет, например, 

значение 655,0p . 

5. Дискретная случайная величина X  задана законом распределения веро-

ятностей: 

 

ix  –2 4 7 

ip  0,1 0,5 0,4 

 

Тогда ее математическое ожидание равно: 

   1) 4,6; 

     2) 5,0; 

     3) 3,0; 

     4) 4,9 

Решение. Математическое ожидание дискретной случайной величины вы-

числяется по формуле 



n

i
ii pxMX

1

. Тогда .6,44,0755,041,02 MX   
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3.2.5. Тестовые задания по теме «Дискретные случайные величины» 

для самостоятельного решения 

1. Банк выдал пять кредитов. Вероятность того, что кредит не будет пога-

шен в срок, равна 0,1. Тогда вероятность того, что в срок не будут погашены три 

кредита, равна… 

   1) 0,0081; 

     2) 0,081; 

     3) 0,06; 

     4) 0,0729. 

2. Дискретная случайная величина X  задана законом распределения веро-

ятностей: 

 

ix  1 2 3 4 

ip  0,4 0,3 0,1 0,2 

 

Тогда ее функция распределения вероятностей имеет вид 

  1) 

  

    2) 

  

    3) 
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    4) 

  

3. Для дискретной случайной величины X  

 

ix  1 4 8 9 

ip  1p  2p  3p  4p  

 

функция распределения вероятностей имеет вид 

 

 
Тогда значение параметра p  может быть равно… 

   1) 0,7; 

     2) 1; 

     3) 0,85; 

     4) 0,6. 

4. Дискретная случайная величина X задана законом распределения веро-

ятностей: 

 

ix  –1 3 6 7 8 

ip  0,1 0,4 0,3 0,1 0,1 

 

Тогда вероятность }73{  XP  равна… 

   1) 0,8; 

     2) 0,3; 

     3) 0,7; 

     4) 0,4. 

5. Дискретная случайная величина X  задана законом распределения веро-

ятностей: 

 

ix  1 2 4 6 

ip  0,2 0,1 0,4 0,3 



82 

Тогда вероятность }41{  XP  равна… 

   1) 0,5; 

     2) 0,8; 

     3) 0,7; 

     4) 0,1. 

 

Ответы: 1. 1). 2. 1). 3. 1). 4. 1). 5. 1). 

3.2.6. Непрерывные случайные величины 

Случайная величина непрерывного типа, если ее спектр есть промежуток 

на числовой оси, или вся числовая ось. Непрерывная  случайная величина X  

может быть задана функцией плотности вероятности )()( xFxf   или функ-

цией распределения }{)( xXPxF  . 

Функции )(xf  и )(xF  обладают следующими свойствами: 

1. 1)(0  xF . 

2. )(xF неубывающая функция, т.е. ),()( 12 xFxF   если 12 xx  . 

3. 0)(lim 


xF
x

, 1)(lim 


xF
x

. 

4. 




1)( dxxf . 

5. 



x

xFdttf )()( . 

6. 0)( xf . 

7. )()()(}{ 




FFdxxfXP   . 

Для непрерывной случайной величины X  с плотностью распределения 

)(xf , );( x основные числовые характеристики определяются по фор-

мулам 






 dxxfxMX )( , 22 )()( MXdxxfxDX  




. 

Мода непрерывной случайной величины определяется из соотношения 

)(max)( mod xfxf
x

 . 

Квантилью уровня p  непрерывной случайной величины X  называется та-

кое ее значение px , для которого pxF p )( . 

Медианой называется такое значение medx  непрерывной случайной вели-

чины ,X  для которого 5,0)(  medxXP . Очевидно, что медиана есть квантиль 

уровня 0,5. 
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Пример. Случайная величина X  распределена по закону с плотностью ве-

роятности 






















4,0,0

40,
4

1
)(

xx

x
x

C
xf . 

Найти: 

1) значение параметра C ;  

2) функцию распределения )(xF ; 

3) medxDXMX ,, ;  

4) }31{  XP . 

Решение. 

1) Для определения параметра C  воспользуемся свойством (4) функции 

плотности вероятности:  









4

0

1
4

1 dx
x

C ,    









4

0

1
4

1 dx
x

C ,   

2

1

24

1

24

1

1

4

1

1
4

0

2
4

0

4

0

4

0














 x
xxdxdx

C . 

2) Используя свойство (5), найдем функцию распределения )(xF . 

Если 0x , то )(xF = 0. 

Если 40  x , то )(xF =  











x xx
dx

x
dx

0

20

1624
1

2

1
0 . 

Если 4x , то )(xF =   











4

0 4

0

10
4

1
2

1
0

x

dxdx
x

dx .  

Таким образом, 


















4,1

40,
162

0,0

)(
2

x

x
xx

x

xF . 

3) Найдем числовые характеристики: 

3

4

1222

1

42

1

4
1

2

1
4

0

324

0

4

0

2







































  

xx
dx

x
xdx

x
xMX , 

9

8

9

16

1632

1

9

16

42

1

3

4

4
1

2

1
4

0

434

0

3
2

24

0

2 














































 

xx
dx

x
xdx

x
xDX , 

медиану определим как квантиль уровня 0,5, т.е. как корень уравнения 

2

1

162

2


xx

, принадлежащий отрезку ]4;0[ , 17,1224 medx . 
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4) 
2

1

16

1

2

1

16

9

2

3
)1()3(}31{ 

















 FFXP . 

3.2.7. Примеры решения задач по теме 

«Непрерывные случайные величины» 

1. Функция плотности вероятности непрерывной случайной величины 

X  имеет вид 










]2,0[,

]2,0[,0
)( 2 xCx

x
xf . 

Определить константу C, построить функцию распределения и вычис-

лить вероятность  11  XP . 

Решение. Для определения параметра C  воспользуемся свойством (4) 

функции плотности вероятности: 

 
2

0

2 1dxCx ,    
2

0

2 1dxxC , 
8

3

3

8

1

3

11
2

0

3
2

0

2



 xdxx

C . 

Используя свойство (5), найдем функцию распределения )(xF . 

Если 0x , то )(xF = 0. 

Если 20  x , то )(xF =  


x x
dxxdx

0

3
2

0

88

3
0 . 

Если 2x , то )(xF =   


2

0 2

2
0

10
8

3
0

x

dxdxxdx .  

Таким образом, 


















.2,1

,20,
8

,0,0

)(
3

x

x
x

x

xF  

Вероятность   .8/1)1()1(11  FFXP  

2. Функция плотности вероятности непрерывной случайной величины 
X  имеет вид 













]2,0[,

8

3

]2,0[,0

)( 2

x
x

x

xf . 

Вычислить математическое ожидание и дисперсию. 

Решение. Найдем числовые характеристики: 

2

3

48

3

8

3

8

3
2

0

2

0

42

0

32   
x

dxxdxxxMX , 
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20

3

4

9

58

3

4

9

8

3

2

3

8

3
2

0

52

0

4
22

0

22 







 

x
dxxdxxxDX . 

3. При каком значении С функция 


 x
x

C
xf ,

1
)(

2
 является 

плотностью вероятности некоторой случайной величины? Что можно сказать о 

математическом ожидании этой случайной величины? 

Решение. Для определения параметра C  воспользуемся свойством (4) 

функции плотности вероятности: 









1
1 2

dx
x

C
,   








1
1 2x

dx
C , 



1

22

11

1

1

2



















xarctg

x

dx
C . 

Найдем математическое ожидание:  





















 
2

22
1ln

2

1

1

1

1

1
x

x

dxx

x

dx
xMX


 математического 

ожидания для этой величины не существует. Данное распределение – это распре-

деление Коши. 

4. Функция распределения случайной величины X  имеет вид 


















2,1

20,
4

0,0

)(
2

x

x
x

x

xF

. 

Построить кривую распределения. Определить medxxMX ,, mod . Вычислить 

вероятность }5,15,0{  XP .  

Решение. Кривая распределения – это график функции плотности вероят-

ности. Для того чтобы ее найти, воспользуемся свойством )()( xFxf  , т.е. 


















.2,0

,20,
2

,0,0

)(

x

x
x

x

xf  

График функции плотности вероятности имеет вид 
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Найдем числовые характеристики: 

,
3

4

32

1

2

1

2

2

0

2

0

32

0

2   
x

dxxdx
x

xMX  

Моду можно определить по графику – это точка, в которой функция плот-

ности вероятности достигает максимального значения, т.е. 2mod x .  

Медиану определим как квантиль уровня 0,5, т.е. как корень уравнения 

2

1

4

2


x

, принадлежащий отрезку ]2;0[ , .2medx   

Вероятность 

.
2

1

4

)5,0(

4

)5,1(
)5,0()5,1(}5,15,0{

22

 FFXP  

5. Налоговые органы обычно интересуются распределением годовых доходов 

тех лиц, годовой доход которых превосходит некоторый предел 0x , установленный 

законами налогообложения. Это и некоторые аналогичные распределения иногда 

считаются приближенно совпадающими с распределением Парето, заданным соот-

ношением 







 Xxx

x

x
xXP ,0,,}{ 0

0 



 уровень годового дохода. Найти 

функцию   распределения, медиану и математическое ожидание величины X . Вы-

числить вероятность событий: }{ MXXxA med  , }{ XMXXB   при 

1000,4 0  x .  

Решение. Найдем функцию распределения:  

 1}{1}{)( xXPxXPxF .0,, 0
0 











xx
x

x
 

   2 
 

 

1 
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Медиану определим как квантиль уровня 0,5, т.е. как корень уравнения 

2

1
1 0 












x

x
, принадлежащий отрезку ];[ 0 x , .2 0

1

xxmed
   

Для определения математического ожидания нам понадобится функция 

плотности вероятности: 

.0,,
)(

)()( 01

0 









xx
x

x
xFxf  

Найдем математическое ожидание: 

,1,
111

)()( 0
1

0

1

0

00










 

 






 



 xxx

x

dxx
xMX

xx

 

дисперсию: 

,
12

)(

1

)(
2

0
2

0

2

0

1

02

0

























 



 












 xxx
dx

x

x
xDX

x

 

среднее квадратическое отклонение при 1000,4 0  x  равно 

.1000
3

2
 DXX   

Вычислим вероятности событий: 














 


3

10004
10002}{)( 4

1

XPMXXxPAP med  

,1836,0

10002

1000
1

3

4000

1000
110002

3

4000

4

4

1

4

1































































 FF

.9057,01000
3

24
1000

3

24

1000
3

24
1000

3

24

3

10004
1000

3

2

3

10004
1000

3

2

}{}{)(













 













 









 











 








FF

XPXP

MXXXMXXPXMXXPBP 

 

3.2.8. Задачи по теме «Непрерывные случайные величины» 

для самостоятельного решения 

1. Функция распределения случайной величины X  имеет вид (закон арк-

синуса)  
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















1,1

11,arcsin

1,0

)(

x

xxba

x

xF . 

Определить параметры a  и b , medxDXMX ,, . 

2. Случайная величина X  имеет плотность 
xx ee

a
xf





)( ,  x . 

Найти значение параметра a  и вероятность того, что в двух независимых наблю-

дениях X  примет значения, меньшие 1. 

3. Случайная величина X  имеет плотность 

















2,0

20,

0,0

)(

x

xxa

x

xf . 

Найти значение параметра a , DX  и вероятность того, что отклонение X  

от ее математического ожидания будет не более 0,5. 

4. Непрерывная случайная величина X  задана плотностью распределения 

вероятностей: 

,

.3,0

30,
9

2

,0,0

)(

















x

x
x

x

xf  

Найти функцию распределения вероятностей. 

5. Непрерывная случайная величина X  задана плотностью распределения 

вероятностей: 

 
Найти вероятность }5,52{  XP . 

6. Непрерывная случайная величина X  задана плотностью распределения 

вероятностей: 

 
Найти значение параметра С. 

7. Непрерывная случайная величина X  задана функцией распределения 

вероятностей: 
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Найти плотность распределения вероятностей. 

8. Непрерывная случайная величина X  задана плотностью распределения 

вероятностей: 

 

 
 

Найти вероятность }31{  XP . 

Ответы:  

1. 
2

1
a , 



1
b , 0,

2

1
,0  medxDXMX . 

2.   earctgFa 2

2

2 4
)1(,

2


 . 

3. 
2

1
a , 

3

2
}5,0{,

9

2
,

3

4
 MXXPDXMX . 

4. 


















.3,1

,30,
9

,0,0

)(
2

x

x
x

x

xF     

5. 
125

117
. 

6. 
324

1
.  

7. 

















.5,0

,50,
25

2

,0,0

)(

x

x
x

x

xf  

8. 
125

27
. 
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3.2.9. Решение тестовых заданий по теме 

«Непрерывные случайные величины» 

1. Непрерывная случайная величина X  задана функцией распределения 

вероятностей: 

 
Тогда вероятность }41{  XP  равна… 

1) 
25

16
;  

2) 
25

17
; 

3) 
5

3
; 

4) 
25

9
.   

Решение. Воспользуемся формулой )()(}{ 1221 xFxFxXxP  .  

Тогда .
25

16
0

25

16
)1()4(}41{  FFXP  

2. Непрерывная случайная величина X  задана плотностью распределения 

вероятностей: 

 
Тогда вероятность }41{  XP  равна… 

1) 
125

63
;    

2) 
5

3
;   

3) 
25

13
;   

4) 
125

9
.      

Решение. Воспользуемся формулой .)(}{
2

1

21 

x

x

dxxfxXxP    
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Тогда .
125

63

125125

3
}41{

4

1

34

1

2

 
x

dx
x

XP  

3. Непрерывная случайная величина X  задана плотностью распределения 

вероятностей: 

 
Тогда ее математическое ожидание равно… 

  1) 3; 

  2) 2; 

  3) 1; 

  4) 0. 

Решение. Воспользуемся формулой 




 dxxxfMX )( .  

Тогда .3
464

3

64

3
4

0

44

0

2

 
x

dx
x

xMX  

4. Непрерывная случайная величина X  задана плотностью распределения 

вероятностей: 

 
Тогда ее дисперсия равна… 

  1) 
18

25
;    

 

  2) 
6

55
;   

 

  3) 
2

25
;   

 

  4) 
18

445
.      

 

Решение. Дисперсию непрерывной случайной величины X  можно вычис-

лить по формуле 22 )()( MXdxxfxDX  




.  
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Тогда .
18

25

9

100

2

25

3

10

25

2
25

0

2 







  dx

x
xDX  

5. Непрерывная случайная величина X  задана плотностью распределения 

вероятностей: 

 
Тогда ее медиана равна… 

1) ; 

2) 0; 

3) 2; 

4) 0,5. 

Решение. Найдем функцию распределения по формуле 



x

xFdxxf )()( . 

Если 0x , то )(xF = 0. 

Если 20  x , то )(xF = .
162

)
4

(0
0

4230

 


x xx
dx

x
xdx  

Если 2x , то )(xF =   

















2

0 2

30

10
4

0
x

dxdx
x

xdx .  

Таким образом, 


















.2,1

,20,
162

,0,0

)(
42

x

x
xx

x

xF  

Медиану определим как квантиль уровня 0,5, т.е. как корень уравнения 

2

1

162

42


xx

, принадлежащий отрезку ]2;0[ , .84 medx  

3.2.10. Тестовые задания по теме 

«Непрерывные случайные величины» для самостоятельного решения 

1. Непрерывная случайная величина X  задана функцией распределения 

вероятностей: 

 
Тогда вероятность }64{  XP  равна… 













20,

4

2,0,0

)( 3

x
x

x

xx

xf

84 
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  1) 
25

9
;    

  2) 
5

4
;   

  3) 
25

16
;   

  4) 
25

4
.      

2. Непрерывная случайная величина X  задана функцией распределения 

вероятностей: 

 
Тогда ее дисперсия равна … 

  1) 
12

49
;    

  2) 
12

7
;   

  3) 
2

7
;   

  4) 
49

12
.      

3. Непрерывная случайная величина X  задана функцией распределения 


















3,1

31,
2

1

1,0

)(

x

x
x

x

xF . 

Тогда вероятность }5,25,1{  XP  равна… 

1) 0,5; 

2) 1; 

3) 4; 

4) 0,75. 

4. Непрерывная случайная величина X  задана плотностью распределения 

вероятностей: 

 
Тогда ее математическое ожидание равно… 

















xx

xx

xf
0,sin

2

1

,0,0

)(
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1) 
2


; 

2) 1; 

3) 0; 

4) 5. 

5. Непрерывная случайная величина X  задана плотностью распределения 

вероятностей: 

 
Тогда ее дисперсия равна… 

2
4

)1
2




; 

2) 1; 

3) 2; 

4) 0. 

Ответы: 1 1). 2 1). 3. 1). 4. 1). 5. 1). 

3.3. Основные законы распределения 

Биномиальный закон распределения 

Дискретная случайная величина X  имеет биномиальный закон распреде-

ления, если она принимает значения 0, 1, 2, …, n с вероятностями, которые вы-

числяются по формуле Бернулли:  

.,0,)(}{ nmqpCmPmXP mnmm
nn    

Величина, распределенная по биномиальному закону, есть число появле-

ний некоторого события A  в n  последовательных независимых испытаниях, ко-

гда pAP )( , qpAP 1)( . 

Числовые характеристики: npqDXnpMX  , . 

Для величины X , распределенной по биномиальному закону, будем ис-

пользовать запись ),(~ pnBX . 

Пример. В магазин поступила обувь с двух фабрик в отношении 2 : 3. Куп-

лено 4 пары обуви. Найти закон распределения числа купленных пар обуви, из-

готовленной первой фабрикой. Найти математическое ожидание и среднее квад-

ратическое отклонение этой случайной величины. 

Решение. Вероятность того, что случайно выбранная пара обуви изготов-

лена первой фабрикой, равна 4,0
32

2



p .  

Случайная величина X  число пар обуви среди четырех, изготовленных 

первой фабрикой, имеет биномиальный закон распределения с параметрами 

4,0,4  pn , )4,0;4(~ BX .  

















xx

xx

xf
0,sin

2

1

,0,0

)(
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Спектром величины X  являются значения 0, 1, 2, 3, 4, а вероятности вы-

числим по формуле Бернулли: 

,1296,06,04,0)0(}0{ 400
441  CPXPp  

,3456,06,04,0)1(}1{ 311
442  CPXPp  

,3456,06,04,0)2(}2{ 222
443  CPXPp  

,1536,06,04,0)3(}3{ 133
444  CPXPp  

. 

Проверим условие нормировки: 154321  ppppp . 

Ряд распределения величины X  имеет вид 

  

Найдем числовые характеристики: 

98,096,0,96,06,04,04,6,14,04  DXXnpqDXnpMX  . 

Закон распределения Пуассона 

Дискретная случайная величина X  имеет закон распределения Пуассона, 

если она принимает значения  ,,,2,1,0 m  с вероятностями 

,2,1,0,
!

)(}{   me
m

mPmXP
m


. 

Распределение Пуассона является предельным для биномиального закона, 

когда число испытаний n  велико, а вероятность реализации события A  в одном 

испытании p  мала, т.е. имеет место предельное соотношение  

npe
m

qpC
m

p

n

mnmm
n  





 
  ,

!
0

. 

Числовые характеристики:   DXMX , . 

Для величины ,X  распределенной по закону Пуассона, будем использо-

вать запись )(~ ПX . 

Пример. Завод отправил на базу 500 изделий. Вероятность повреждения 

изделия в пути равна 0,002. Найти вероятность того, что в пути будет повре-

ждено: 1) 3 изделия, 2) более 3 изделий, 3) хотя бы одно изделие. 

Решение. Случайная величина X  число поврежденных изделий в пути, 

распределена по биномиальному закону с параметрами 002,0,500  pn . Од-

нако, так как n  велико, а вероятность p  мала, то биномиальное распределение 

можно приближенно заменить распределением Пуассона с параметром 

1002,0500  np , )1(~ ПX . 

1) 061313,0
!3

1
)3(}3{ 1

3

 ePXP , 

0256,06,04,0)4(}4{ 044
445  CPXPp

ix  0 1 2 3 4 

ip  0,1296 0,3456 0,3456 0,1536 0,0256 
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,018989,0061313,0

18394,0367879,0367879,01)(1)(}3{)2
3

0

500

4



 
 mm

mPmPXP
 

3) 632121,0367879,01)0(1)(}1{
500

1

 


PmPXP
m

. 

Геометрическое распределение 

Дискретная случайная величина X  имеет геометрическое распределение, 

если она принимает значения  ,,,2,1 m  с вероятностями, которые вычисля-

ются по формуле ,2,1,}{ 1   mpqmXP m  

Величина, распределенная по геометрическому закону, есть число испыта-

ний, проведенных по схеме Бернулли, до первого появления некоторого события A 

в последовательных независимых испытаниях, когда pAP )( , qpAP 1)( . 

Числовые характеристики: 
2

,
1

p

q
DX

p
MX  . 

Для величины X , распределенной по геометрическому закону, будем ис-

пользовать запись )(~ pGX . 

Пример. Проводится проверка большой партии деталей до обнаружения 

бракованной. Составить закон распределения числа проверенных деталей. Найти 

математическое ожидание и дисперсию, если известно, что вероятность брака 

для каждой детали равна 0,1. 

Решение. Случайная величина X  число проверенных деталей до обнару-

жения бракованной, имеет геометрический закон распределения с параметром 

1,0p , )1,0(~ GX .  

Спектром величины X  являются значения 1, 2, 3, 4, …, а вероятности вы-

числим по формуле ,2,1,9,01,0}{ 1   mmXP m . Ряд распределения вели-

чины X  имеет вид 

 

Найдем числовые характеристики: 

90
01,0

9,0
,10

1,0

11
2


p

q
DX

p
MX . 

Гипергеометрическое распределение 

Дискретная случайная величина X  имеет гипергеометрическое распреде-

ление, если она принимает значения ),min(,,2,1,0 Mn  с вероятностями, кото-

рые вычисляются по формуле  

ix  1 2 3 4 … m  … 

ip  0,1 0,09 0,081 0,0729 …. 19,01,0  m
 … 
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);min(,,2,1,0,}{ Mnm
C

CC
mXP

n
N

mn
MN

m
M 


 . 

Величина, распределенная по гипергеометрическому закону,  есть число 

объектов, обладающих заданным свойством, среди n  объектов, случайно извле-

ченных из совокупности N  объектов, M  из которых обладают этим свойством.  

Числовые характеристики: 























N

n

N

M

N

M
nDX

N

M
nMX 11

1
, . 

Пример. В лотерее «Спортлото 6 из 45» денежные призы получают участ-

ники, угадавшие 3, 4, 5 и 6 видов спорта из отобранных случайно 6 видов из 45 

(размер приза увеличивается с увеличением числа угаданных видов спорта). 

Найти закон распределения случайной величины X  числа угаданных видов 

спорта среди случайно отобранных 6. Какова вероятность получения денежного 

приза? Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X . 

Решение. Случайная величина X  число угаданных видов спорта в лоте-

рее «6 из 45», имеет гипергеометрический закон распределения с параметрами 

6n , 6M , 45N . Ряд распределения имеет вид 

 

Вероятность получения денежного приза  }63{ XP  0,02244 + 0,00137 + 

+ 0,00003 + 0,0000001 = 0,02384. 

Найдем числовые характеристики:  

6145,0
45

6
1

45

39
1

44

39
6;8,0

45

6
6 

















 DXMX . 

Таким образом, среднее число угаданных видов спорта из 6 всего 0,8, а ве-

роятность выигрыша только 0,024. 

Равномерный закон распределения 

Непрерывная случайная величина X  имеет равномерный закон распреде-

ления на отрезке ],[ ba , если ее плотность вероятности постоянна на этом отрезке 

и равна 0 за его пределами: 













],[,0

],[,
1

)(

bax

bax
abxf . 

Функция распределения имеет вид 

ix  0 1 2 3 4 5 6 

ip  0,40056 0,42413 0,15147 0,02244 0,00137 0,00003 0,0000001 
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


















bx

bxa
ab

ax

ax

xF

,1

,

,0

)( . 

Графики функций )(xf  и )(xF : 

 

 
Числовые характеристики: 

12

)(
,

2

2ab
DX

ba
MX





 . 

Для величины X , распределенной по равномерному  закону, будем ис-

пользовать запись );(~ baUX . 

Пример. Поезда метрополитена идут регулярно с интервалом 2 минуты. 

Пассажир выходит на платформу в случайный момент времени. Какова вероят-

ность того, что ждать пассажиру придется не более 30 секунд. Найти математи-

ческое ожидание и среднее квадратическое отклонение случайной величины 
X  времени ожидания поезда. 

Решение. Случайная величина X  время ожидания поезда на временном 

(в минутах) отрезке ],2;0[  имеет равномерный закон распределения );(~ baUX , 

поэтому 












]2;0[,0

]2;0[,
2

1

)(

x

x
xf . Найдем вероятность того, что пассажиру придется 

ждать не более 30 секунд: 
4

1

2

1

2

1
}5,00{

5,0

0

5,0

0

  xdxXP . Найдем числовые 

характеристики: 1
2

20



MX  мин., 

3

1

12

)02( 2




DX , 58,0
3

3
 DXX  

мин. 

 

 

   

 

1 

  

 

ab 

1
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Показательный (экспоненциальный) закон распределения 

Непрерывная случайная величина X  имеет показательный (экспоненци-

альный) закон распределения с параметром  , если ее плотность вероятности 

имеет вид 












0,0

0,
)(

x

xe
xf

x
. 

Функция распределения имеет вид 








  0,1

0,0
)(

xe

x
xF x . 

Графики функций )(xf  и )(xF : 

 

 
 

Числовые характеристики: 
2

1
,

1


 DXMX .  

Для величины X , распределенной по экспоненциальному закону, будем 

использовать запись )(~ EX . 

Пример. Установлено, что время ремонта телевизоров есть случайная вели-

чина X, распределенная по показательному закону. Определить вероятность того, 

что на ремонт телевизора потребуется не менее 20 дней, если среднее время ре-

монта телевизоров составляет 15 дней. Найти плотность вероятности, функцию 

распределения и среднее квадратическое отклонение случайной величины X. 

Решение. По условию 15
1



MX , поэтому параметр 

15

1
 , плотность 

вероятности и функция распределения имеют вид  

 

 

  

 

    0 

1 

0 

  
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













0,0

0,
15

1
)(

15

1

x

xexf

x

,     










 

0,1

0,0
)(

15

1

xe

x
xF x . 

Найдем вероятность: 

264,011)20()(}20{ 15

20

15

20



















eeFFXP . 

Среднее квадратическое отклонение 15MXX  дней. 

Нормальный закон распределения 

Непрерывная случайная величина X  имеет нормальный закон распределе-

ния (закон Гаусса) с параметрами  a  и 2 , если ее плотность вероятности имеет 

вид 

.,
2

1
)(

2

2

2

)(






xexf

ax




 

Функция распределения имеет вид  

 





xdtexF
x

at

,
2

1
)(

2

2

2

)(




. 

Графики функций )(xf  и )(xF : 

 

 
Числовые характеристики: 2,  DXaMX . 

Для величины X , распределенной по нормальному  закону, будем исполь-

зовать запись ),(~ 2aNX . 

 

 

  

 

0 

1 
 

0 a  
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Вероятность попадания случайной величины ),(~ 2aNX  в промежуток 

от   до   определяется по формуле 








 








 











aa
XP }{ , 

где  


dxex
x x

0

2

2

2

1
)(


функция Лапласа, которая является нечетной 

)()( xx   и затабулированной (ее значения содержатся в специальных таб-

лицах). 

Вероятность того, что отклонение случайной величины X , распределен-

ной по нормальному закону, от математического ожидания не превысит вели-

чину 0  (по абсолютной величине), равна 






 



2}{ aXP . 

«Правило трех сигм»: если ),(~ 2aNX , то практически достоверно (с ве-

роятностью, близкой к 1), что ее значения заключены в интервале 

)3,3(   aa . 

Пример. Полагая, что рост мужчин определенной возрастной группы есть 

нормально распределенная случайная величина ),(~ 2aNX  с параметрами 

,173a 362  , найти: 

1) функцию плотности вероятности и функцию распределения величины 
X ; 

2) доли костюмов 4-го (176–182) и 3-го (170–176) роста, которые нужно 

предусмотреть в общем объеме производства для данной возрастной группы; 

3) квантиль уровня 0,7; 

4) сформулировать «правило трех сигм». 

Решение.  

1) В общие формулы для )(xf  и )(xF  подставим ,173a 362  , полу-

чим: 72

)173( 2

26

1
)(






x

exf


, dtexF
x t







 72

)173( 2

26

1
)(


. 

2) Для определения доли костюмов найдем вероятности:  








 








 
 )5,0()5,1(

6

173176

6

173182
}182176{ XP

4332,0 0,1915 0,2417 доля костюмов 4-го роста должна составлять 24,17 % 

в общем объеме производства; 









 383,01915,02)5,0(2

6

3
2}3173{}176170{ XPXP  

доля костюмов 3-го роста должна составлять 38,3 % в общем объеме производ-

ства. 
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3) Квантиль уровня 0,7 найдем из уравнения 7,0}0{ 7,0  xXP , 











 








 









 








 








 


53,0
6

173
2,0

6

173
7,05,0

6

173

)28(
6

173

6

1730

6

173
}0{

7,07,07,0

7,07,0
7,0

xxx

xx
xXP

 

36,176173656,07,0 x см. Это значит, что 70 % мужчин данной воз-

растной группы имеют рост меньше 176,36 см. 

4) Практически достоверным является факт, что рост мужчин данной воз-

растной группы находится в пределах   

)191;155()63173;63173()3,3(   aa , т.е. 191155  X см. 

3.3.1. Примеры решения задач по теме «Основные законы распределения» 

1. Банк выдал пять кредитов. Вероятность того, что кредит не будет пога-

шен в срок, равна 0,1. Найти вероятность того, что в срок не будут погашены три 

кредита. 

Решение. Случайная величина X  число непогашенных кредитов. Опре-

делим вероятность значения по формуле Бернулли, когда ,1,0p  ,9,0q  ,5n  

3m : .0081,0)9,0()1,0(}3{ 233
5  CXP  

2. Телефонная станция обслуживает 5 000 абонентов. Вероятность позво-

нить на коммутатор любому абоненту в течение часа равна 0,001. Какова веро-

ятность того, что в течение часа позвонят: 1) три абонента, 2) не более трех або-

нентов? 

Решение. Случайная величина X  число позвонивших абонентов, 

).(~ ПX  Определим вероятности значений по формуле Пуассона, когда 

,001,0p  ,5000n  ,5001,05000  pn  1) 3m : 

,140374,0
!3

5
}3{ 5

3

 eXP  2) 3m : 

 084224,003369,0006738,0)3()2()1()0(}3{ PPPPXP  

.265026,0140374,0   

3. Производятся многократные испытания некоторого элемента на надеж-

ность до тех пор, пока элемент не откажет. Найти математическое ожидание и 

дисперсию числа опытов, которые надо провести. Вероятность отказа элемента 

в одном опыте равна 0,1. 

Решение. Случайная величина X  число опытов, которые надо провести, 

),(~ pGX  .1,0p  Найдем числовые характеристики: 

,10
1


p
MX  .90

01,0

9,01
2





p

p
DX  
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4. Из урны, содержащей 4 белых и 6 черных шаров, случайным образом и 

без возвращения извлекают 3 шара. Описать закон распределения числа белых 

шаров в выборке, найти математическое ожидание, дисперсию, моду. 

Решение. Случайная величина X  число белых шаров в выборке – имеет 

гипергеометрический закон распределения с параметрами 3n , 4M , 10N . 

Ряд распределения имеет вид: 

 

 

 

 

 

Найдем числовые характеристики:  

.
25

14

10

3
1

10

4
1

9

4
3,

5

6

10

4
3 

















 DXMX  

5. Цена шкалы деления измерительного прибора равна 0,2. Показания при-

бора округляют до ближайшего целого числа. Полагая, что ошибка округления 

распределена по равномерному закону, найти: 1) математическое ожидание и 

дисперсию этой величины, 2) вероятность того, что ошибка округления меньше 

0,04; больше 0,05. 

Решение. Случайная величина X  ошибка округления – имеет равномер-

ный закон распределения )2,0;0(~UX , поэтому 













]2,0;0[,0

]2,0;0[,5
2,0

1

)(

x

x
xf . 

Найдем числовые характеристики: 

1,0
2

2,00



MX , .00333,0

12

)02,0( 2




DX  

Найдем вероятность того, что ошибка округления меньше 0,04:  

,4,05555}2,016,0{}04,00{
2,0

16,0

04,0

0

2,0

16,0

04,0

0

  xxdxdxXPXP  

вероятность того, что ошибка округления больше 0,05: 

.5,055}15,005,0{
15,0

05,0

15,0

05,0

  xdxXP  

6. Время расформирования состава через горку – случайная величина, рас-

пределенная по показательному закону. Пусть 5  среднее число поездов, ко-

торые горка может расформировать за 1 час. Определить вероятность того, что 

время расформирования состава: 1) меньше 30 мин, 2) больше 6 мин, но меньше 

24 мин. 

ix  0 1 2 3 

ip  
120

20
 

120

60  
120

36
 

120

4
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Решение. Пусть случайная величина X  время расформирования состава, 

),(~ EX  параметр 5 , плотность вероятности и функция распределения 

имеют вид  












0,0

0,5
)(

5

x

xe
xf

x

,     







  0,1

0,0
)( 5 xe

x
xF x . 

Найдем вероятности: 

1) 918,01)0()5,0(}5,00{ 5,05  eFFXP , 

2)  .4712,0)1()1()1,0()4,0(}4,01,0{ 1,054,05   eeFFXP  

7. Коробки с конфетами упаковываются автоматически. Их средняя масса 

равна 540 г. Известно, что 5 % коробок имеют массу, меньшую 500 г. Каков про-

цент коробок, масса которых: 1) менее 470 г, 2) от 500 до 550 г, 3) более 550 г, 4) 

отличается от средней не более чем на 30 г (по абсолютной величине)? 

Решение. Пусть случайная величина X масса коробки с конфетами, 

).,540(~ NX  Для определения   решим уравнение ,95,0}500{  XP  от-

куда получим, что 24,24  г. Определим вероятности событий: 

,002,0

5,0498,05,0)89,2(
24,24

5400

24,24

540470
}4700{)1










 








 
 XP

 

,6024,04505,0

1519,0)65,1()41,0(
24,24

540500

24,24

540550
}550500{)2










 








 
 XP

 

  ,3418,0)41,0(50,0
24,24

540550
}550{)3 







 
 XP  

.781,0
24,24

30
2}30{)4 








 aXP  

3.3.2. Задачи по теме «Основные законы распределения» 

для самостоятельного решения 

1. Устройство состоит из 1 000 элементов, работающих независимо друг от 

друга. Вероятность отказа любого элемента в течение времени t  равна 0,002. 

Найти: 1) закон распределения отказавших за время t  элементов, 2) математиче-

ское ожидание и дисперсию этой величины, 3) вероятность того, что за время 

откажет хотя бы один элемент. 

2. Вероятность поражения цели равна 0,05. Производится стрельба по цели 

до первого попадания. Найти: 1) закон распределения числа сделанных выстре-

лов, 2) математическое ожидание и дисперсию этой величины; 3) вероятность 

того, что для поражения цели потребуется не менее 5 выстрелов. 
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3. В магазине имеются 20 телевизоров, из них 7 имеют дефекты. Найти: 1) 

закон распределения числа телевизоров с дефектами среди 5 наудачу выбран-

ных, 2) математическое ожидание и дисперсию этой величины, 3) вероятность 

того, что среди выбранных нет телевизоров с дефектами. 

4. Среднее время безотказной работы прибора равно 80 ч. Полагая, что 

время безотказной работы прибора имеет показательный закон распределения, 

найти: 1) функцию плотности вероятности и функцию распределения, 2) вероят-

ность того, что в течение 100 ч прибор не выйдет из строя. 

5. Текущая цена акции может быть смоделирована с помощью нормаль-

ного закона распределения с математическим ожиданием 15 ден. ед. и средним 

квадратическим отклонением 0,2 ден. ед. Найти: 1) вероятность того, что цена 

акции не выше 15,3 ден. ед.; не ниже 15,4 ден. ед.; от 14,9 до 15,3 ден. ед. 2) 

границы, в которых будет находиться текущая цена акции (с помощью «правила 

трех сигм»). 

6. Цена некоторой ценной бумаги нормально распределена. В течение по-

следнего года 20 % рабочих дней она была ниже 88 ден. ед., а 75 % – выше 90 ден. 

ед. Найти: 1) математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение 

цены ценной бумаги; 2) вероятность того, что день покупки цена будет заклю-

чена в пределах от 83 до 96 ден. ед.; 3) с надежностью 0,95 определить макси-

мальное отклонение цены ценной бумаги от среднего (прогнозного) значения (по 

абсолютной величине). 

 

Ответы: 1. 1) )2(~ X , 2) 2 DXMX , 3) 0,865. 2. 1) )05,0(~ GX , 2) 

380,20  DXMX , 3) 0,8145. 3. 1) 
5
20

5
137}{

C

CC
mXP

mm 

 , 2) 

898,0,75,1  DXMX , 3) 0,083. 4. 1) 











0,0

0,0125,0
)(

0125,0

x

xe
xf

x

, 








  0,1

0,0
)( 0125,0 xe

x
xF x , 2) 0,286.  5. 1) 0,4332; 0,0228; 0,6246; 2) (14,4;15,6) 

6. 1) 12,98  XMX  ; 2) 0,331; 3) 52,23 . 

3.3.3. Решение тестовых заданий по теме 

«Основные законы распределения» 

1. Проводится n независимых испытаний, в каждом из которых вероят-

ность появления события A постоянна и равна 0,6. Тогда математическое ожида-

ние и дисперсия дискретной случайной величины X – числа появлений события 

A в 100 проведенных испытаниях равны… 

  1) ;24,60  DXMX  

  
2) ;60,24  DXMX   

3) ;24,6  DXMX  
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  4) .6,24  DXMX  

Решение. Случайная величина X подчиняется биномиальному закону 

распределения вероятностей. Поэтому ,606,0100  npMX  

.244,06,0100  npqDX  

2. Непрерывная случайная величина X  задана плотностью распределения 

вероятностей 

32

)3( 2

24

1
)(






x

exf


. 

Тогда математическое ожидание a и среднее квадратическое отклонение   

этой случайной величины равны… 

  1) ;4,3  a   

  2) ;4,3  a   

  3) ;16,3  a  

  4) .16,3  a  

Решение. Плотность распределения вероятностей нормально распределен-

ной случайной величины X  имеет вид 

2

2

2

)(

2

1
)( 



ax

exf




 , 

где 2,  DXaMX . Поэтому 4,3  XaMX  . 

3. Непрерывная случайная величина X задана плотностью распределения 

вероятностей 

8

)5( 2

22

1
)(






x

exf


. 

Тогда вероятность того, что в результате испытания X  примет значение, 

заключенное в интервале (4;7), можно вычислить как… 

   

1) );5,0()1()74(  XP   

2) );5,0()1()74(  XP  

3) );1()5,0()74(  XP  

4) ).1()2()74(  XP  

Решение. Если плотность распределения вероятностей нормально распре-

деленной случайной величины X  имеет вид 

2

2

2

)(

2

1
)( 



ax

exf




 , 
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то вероятность того, что в результате испытания X  примет значение, заключен-

ное в интервале );(  , определяется формулой 








 








 











aa
XP }{ , 

где  


dxex
x x

0

2

2

2

1
)(


 функция Лапласа. 

Тогда 

)5,0()1(
2

54

2

57
}74{ 







 








 
 XP , 

так как ).()( xx   

4. Непрерывная случайная величина X  задана функцией распределения 

вероятностей: 

 
Найти ее дисперсию. 

1) 49/12; 

2) 0; 

3) 7; 

4) 3. 

Решение. Эта случайная величина распределена равномерно в интервале 

(0,7). Тогда ее дисперсию можно вычислить по формуле 
12

)( 2ab
DX


 . То есть 

.
12

49

12

)07( 2




DX  

5. Квантиль уровня 0,19 экспоненциального закона распределения с пара-

метром 2 равен… 

1) 
9

10
ln ; 

2) 9,0ln ; 

3) 19,1ln
2

1
; 

4) 0. 

Решение. Квантилью уровня p  непрерывной случайной величины X  

называется такое ее значение px , для которого pxF p )( . Для случайной вели-

чины )2(~ EX  функция распределения имеет вид 
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






  0,1

0,0
)( 2 xe

x
xF x . 

Так как 19,0)( 19,0 xF , то 19,01 19,02


 x
e . Решая это уравнение, полу-

чим: .
9

10
ln19,0 x   

3.3.4. Тестовые задания по теме «Основные законы распределения» 

для самостоятельного решения 

1. Непрерывная случайная величина X  задана плотностью распределения 

вероятностей 

32

)10( 2

24

1
)(






x

exf


. 

Тогда вероятность того, что в результате испытания X  примет значение, 

заключенное в интервале (7;9), можно вычислить как… 

   

1) );25,0()75,0()97(  XP   

2) );25,0()75,0()97(  XP  

3) );75,0()25,0()97(  XP  

4) ).75,1()25,2()97(  XP   

2. Случайная величина )8;1(~ UX . Тогда точка, в которой функция рас-

пределения равна 
3

1
, равна… 

1) 4; 

2) 2; 

3) 
3

4
; 

4) 0. 

3. На предприятии работает 500 специалистов. Вероятность невыхода на 

работу специалиста равна 0,001. Тогда вероятность невыхода на работу трех спе-

циалистов равна… 

1) 0,012636; 

2) 0,393509; 

3) 0,606503; 

4) 0,149301. 

4. Случайная величина )2,0(~ GX . Тогда ее дисперсия равна… 

1) 0,3125; 

2) 20; 

3) 1; 

4) 0,5. 

5. Случайная величина )2,0;3(~ BX . Тогда }0{ XP  равна… 
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1) 0; 

2) 0,992; 

3) 0,488; 

4) 0,512. 

Ответы: 1. 1). 2. 2). 3. 1). 4. 2). 5. 3). 
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